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APRESENTACAO

Nada ¢ fixo para aquele que alternadamente
pensa e sonha... (BACHELARD', 1957, p.
95)

Percebe-se que muitos teoremas por serem apresentados
de forma simplificada, deixam de mostrar toda a elegancia do
percurso realizado, produzindo a ideia ao leitor de que o seu
desenvolvimento demandou poucas horas de estudos, passando a
existir em um piscar de olhos, além de ter uma linearidade e
organizagdo perfeita. Essa afirmagdo ndo € correta, pois na
maioria dos casos, o pesquisador nesta a¢do, leva horas de estudos
e de ensaios até chegar a um termo final.

Por isso, 0 objetivo desta obra ¢ disponibilizar aos leitores
‘académicos em fase de formacdo inicial’ e ‘profissionais em
formagdo continuada’, na area das Ciéncias Exatas e da Terra —
Engenharias, um texto com a demonstracao detalhada de um rol
de teoremas, de modo a permitir o entendimento perfeito e
intuitivo de conceitos basicos, sem prejuizo da precisdo
matematica. Ressalta-se que para bem compreender o texto, o
leitor j& devera estar familiarizado com os principais teoremas do
Calculo Diferencial e Integral.

Essas demonstragdes foram fruto de seminarios realizados
na disciplina de Andlise Real, tendo a participagdo dos
académicos do Curso de Licenciatura em Matematica, do
Instituto Federal Catarinense — Campus Camboril. Destaca-se

! Gaston Bachelard (27/06/1884 - 16/10/1962) foi um filésofo e poeta francés.
Seu pensamento esta focado principalmente em questdes referentes a filosofia
da ciéncia. A frase acima foi extraida do livro ‘Chateaux em Espagne. Cercle
Grolier Lés Amis du Livre Moderne, 1957°.
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também que os capitulos sdo independentes, ndo obedecendo uma
sequéncia fixa, podendo ser lidos separadamente.
O texto desta obra apresenta:

e Os Teoremas de Rolle, Valor médio e Cauchy -
demonstragdes e algumas aplicacdes.

e A Formula de Taylor e a irracionalidade do nimero e.

e A Transformada de Laplace.

e Aplicagdes da Integral: um experimento com soélidos de
revolucao.

e Equagdes diferenciais parciais — problemas de
autovalores — Séries de Fourier.

e As formulas de Euler-Fourier.

Acreditando estar contribuindo para a divulgagdo destas
demonstragdes junto ao meio académico destacamos a afirmagao
de René Descartes’ de que: “As matematicas tém inven¢des
muito sutis e que podem servir bastante, tanto para contentar os
curiosos como para facilitar todos os oficios e diminuir o trabalho
dos homens”.

Os Organizadores

2 René Descartes (31/03/1596 — 11/02/1650) foi um fildsofo, fisico e
matematico francés, chamado de ‘fundador da filosofia moderna’ e ‘pai da
matematica moderna’, aplicou de forma independente a dlgebra a geometria.
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INTRODUCAO - A FORMACAO DE CONCEITOS E O
USO DE TEOREMAS

Tal como um bebé que, aprendendo a falar
balbucia todos os fonemas em todas as
linguas, mas ouvindo a sua mae aprende a
distinguir e utilizar apenas os fonemas de sua
lingua materna, assim nds, 0os matematicos,
que balbuciamos em todos os ramos da
Matematica, deveriamos escutar a natureza
mae para descobrir quais sdo 0s ramos
naturais de nossa Ciéncia. (René Thom®)

O conhecimento ndo ¢ apenas produzido pela pratica, mas
também ¢ incrementado pela teoria. Por meio desta afirmacao
destaca-se que a teoria tem importancia fundamental, pois de
posse do aporte tedrico temos alguns pontos de vista para uma
tomada de decisdes, dentro de uma pratica contextualizada,
proporcionando concepgdes para compreender o mundo a nossa
volta e poder atuar nele.

Ferreira, Machado e Santinho (2009, p. 144) registram
que Vygostky (1989) ao estudar os experimentos de Ach (1921)
conclui que:

A formagdo de conceitos ¢ o resultado de
uma atividade complexa, em que todas as
fungdes intelectuais basicas tomam parte.
No entanto, o processo nao pode ser
reduzido a associagdo, a atengdo, a
formagdo de imagens, a inferéncias ou as

3 René Thom (1923 — 2002) - Matematico francés. Por seus trabalhos em
topologia diferencial, em particular a teoria do ‘cobordismo’, o estudo das
bordas, foi laureado com a Medalha Fields (1958), o equivalente ao Nobel dos
matematicos.
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tendéncias determinantes. Todas sdo
indispensaveis, porém insuficientes sem o
uso do signo, ou da palavra, como meio
pelo qual conduzimos as nossas operagdes
mentais do problema que enfrentamos.

Segundo Thiel e Modesti (2016, p. 109),

a formacdo do conceito de um elemento
matematico, historicamente surge, ou seja,
vai criando forma, quase sempre passando de
maos em maos, diante de uma necessidade
pratica do ser humano para encontrar
resposta a algo que o incomoda, seja ele real
ou ficticio, produzindo sentido ao saber. E
fato também, que os livros didaticos
simplificam o caminho seguido ou até
mesmo descrevem em outra ordem o
caminho inicialmente percorrido até a
formagdo dos conceitos; apresentam uma
linearidade e organizagdo na apresentagdo de
um conceito de forma mais didatica sendo
que na historia da matematica, esta evolugao
teve uma ou outra ruptura, periodos de
estagnacdo e retornos ao longo do processo.

Percebe-se a matemdtica como uma das mais
importantes ferramentas da sociedade moderna, estando presente
em praticamente tudo o que nos rodeia, com maior ou menor
complexidade. Além disto, quando se transita no estudo da
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Matematica e das Ciéncias, vé-se que o trajeto ¢ permeado por
alguns termos* recorrentes, sendo eles:

1)

2)

Hipoétese: uma hipotese, suposicdo ou especulacdo ¢ uma
formulagdo proviséria, com intencdes de ser
posteriormente demonstrada ou verificada, constituindo
uma suposicao admissivel. Na matematica, ‘¢ o conjunto
de condi¢des para poder iniciar uma demonstracao’.

As hip6teses primeiras nem sempre sao definitivas e estas,
quando firmadas, nem sempre sdo as ideais, ainda que
satisfagam  condicdes momentaneas. Surge no
pensamento cientifico apos a coleta de dados observados
(fatos) e da conseguinte necessidade de explicacdo da
inter-relacdo destes e dos fendmenos a estes associados. E
normalmente seguida de experimentagdo, que pode levar
a verificacdo ou refutacdo da hipdtese. Assim que
verificada, a hipdtese passa a se chamar ‘postulado’,
podendo alcangar o status de ‘lei’. O uso de ‘hipdtese’ (ou
‘lei’) e ‘teoria’ como sindnimos, mostra-se, entretanto
incorreto, sendo a ultima definida por conceito bem mais
abrangente, no qual incluem-se as hipdteses e/ou as leis
como partes integrantes, mas estas nao o fazem de forma
a definir a mesma em sua integra.

Conjectura: acdo ou efeito de deduzir ou de fazer
inferéncias, baseando-se em palpites, intui¢des, provas
inconclusas ou suposi¢des. Alguns sindnimos de

4 As definigdes desses termos foram organizadas tomando como fonte alguns
apontamentos académicos e o novo dicionario da lingua portuguesa
(FERREIRA, 2009).
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3)

4)

conjectura:  hipdtese, pressuposicdo, pressuposto,
presuncao, prognose, progndstico € suposi¢ao.

Axioma: um axioma ¢ uma ‘hipétese inicial’ de qual
outros enunciados sdo logicamente derivados, ou seja, o
que se considera como fato reconhecido e ponto de
partida, implicito ou explicito, de uma argumentagao;
premissa. Pode-se dizer que um axioma ¢ toda afirmagao
ou fato admitido sem necessidade de demonstracdo. Pode
ser uma sentenca, uma proposi¢do, um enunciado ou uma
regra que permite a constru¢ao de um sistema formal.

Diferentemente de teoremas, axiomas nao podem ser
derivados por principios de dedugcdo e nem sdo
demostraveis por derivacdes formais, simplesmente
porque eles s@o hipoteses iniciais. Isto €, ndo ha mais nada
a partir do que eles seguem logicamente (em caso
contrario eles seriam chamados teoremas). Em muitos
contextos o postulado ¢ sinonimo de: axioma, maxima,
premissa.

Teorema: um teorema ‘¢ uma afirmacdo que pode ser
provada como verdadeira através de outras afirmagoes ja
demonstradas, como outros teoremas, juntamente com
afirmacgdes anteriormente aceitas, como axiomas’. Ja
‘prova’ € o processo de mostrar que um teorema estd
correto.

O termo teorema foi introduzido por Euclides, em
Elementos, para significar ‘afirmacdo que pode ser
provada’. Em grego, originalmente significava
‘espetaculo’ ou ‘festa’. Atualmente, ¢ mais comum deixar

[14]



o termo ‘teorema’ apenas para certas afirmagdes que
podem ser provadas e de grande importancia matematica’,
0 que torna a defini¢do um tanto subjetiva. E importante
notar que ‘teorema’ ¢ diferente de ‘teoria’.

5) Teoria: é uma sintese aceita de um vasto campo de
conhecimento, consistindo-se de hipoteses
necessariamente falsedveis — mas ndo por isto, erradas,
dubias ou tdo pouco duvidosas que foram e sdo
permanentemente e devidamente confrontadas entre si e
com os fatos cientificos, fatos estes que integram um
conjunto de evidéncias que, juntamente com as hipoteses,
alicercam o conceito cientifico. As hipdteses em casos
especificos, devido & simplicidade e ampla abrangéncia,
podem ser elevadas ao status de leis.

Ressalta-se aqui, portanto, que uma ‘teoria cientifica’ € o
conjunto indissocidvel dos dois subconjuntos: ‘o
subconjunto de fatos naturais’, evidéncias
necessariamente verificaveis, mas, ao contrario do que
muitos pensam, ndo obrigatoriamente reprodutiveis, e
‘um subconjunto de hipdteses cientificas’ adequadas a
descricdo destes fatos, de ideias necessariamente
falseaveis, testaveis (e testadas) frente as evidéncias e que,

junto aquele, ddo corpo ao conceito de teoria cientifica.

Usualmente deixa-se o termo "teorema" apenas para as
afirmag¢des que podem ser provadas de grande importancia.
Assim, sdo dados outros nomes para os outros tipos dessas
afirmacgoes:

[15]



Uma Proposi¢ao ¢ uma sentenca ndo associada a algum
outro teorema, de simples prova e de importincia
matematica menor.

Um Lema € um "pré-teorema", um teorema que serve para
ajudar na prova de outro teorema maior. A distingao entre
teoremas e lemas ¢ um tanto quanto arbitraria, uma vez
que grandes resultados sdo usados para provar outros. Por
exemplo, o Lema de Gauss e o Lema de Zorn sdo muito
interessantes per se, € muitos autores os denominam de
Lemas, mesmo que ndo os usem para provar alguma outra
coisa.

Um Corolario ¢ uma consequéncia direta de outro teorema
ou de uma defini¢do, muitas vezes tendo suas
demonstragdes omitidas por serem simples.

Alguns outros termos também s3o usados, por mais que

raros ¢ com definigdo menos rigorosa, basicamente sendo
empregados quando ndo se quer usar a palavra ‘teorema’:

Regra.

Lei, que também pode se referir a axiomas, regras de
deducao e a distribuicdes de Probabilidade.

Principio.

Algoritmo (como em Algoritmo da Divisao), muito raro
e diferente do conceito com 0 mesmo nome que € um
dos estudos centrais da Ciéncia da Computagao.

Paradoxo, usado quando a afirmag¢do vai aparentemente
de encontro com alguma outra verdade ou com alguma
nog¢do intuitiva. Entretanto, tal termo também pode ser
usado para afirmagdes falsas que aparentem ser
verdadeiras em um primeiro momento; (do Grego: ‘para’

[16]



= contrdrio a / ou oposto de; e ‘doxa’ = quer dizer
opinido). O paradoxo muitas vezes depende de uma
suposi¢cdo da linguagem falada, visual ou matematica,
porque modela a realidade descrita — €, portanto, uma
ideia logica que transmite uma mensagem que contradiz a
sua estrutura.

Alguns teoremas continuam a ser chamados de
Conjecturas logo apos serem provados. O termo conjectura ¢
usado para afirmagdes que ndo sabemos se sdo verdadeiras, e que
se acredita que sdo verdadeiras, mas nunca ninguém conseguiu
prova-las nem nega-las (as vezes conjecturas sdo chamadas de
hipoteses (como em Hipdtese de Riemann), obviamente num
sentido diferente do aqui ja descrito).

6) Recorréncia matematica (ou passo recorrente): € a acao
ou efeito de recorrer; acdo de voltar ou acontecer
novamente; retorno.

7) Tese: uma tese (literalmente ‘posi¢cdo’, do grego Oeatig) é
uma proposicao intelectual. Atualmente, ¢ considerado
principalmente o trabalho académico que apresenta o
resultado de investigagdo complexa e aprofundada sobre
temas mais ou menos amplos, com abordagem tedrica
definida. E um texto que se caracteriza pela defesa de uma
ideia, de um ponto de vista. Ou entdo, pelo
questionamento acerca de um determinado assunto. O
autor do texto dissertativo trabalha com ‘argumento’, com
‘fatos’, com ‘dados’, que utiliza para reforgar ou justificar
o desenvolvimento de suas ideias.

Portanto, o desenvolvimento de uma investigacdo ¢
marcado por uma série de fatores e agdes. Segundo Bassanezi e
Ferreira Jr. (1988, p. 3) no processo de interagdo entre a teoria

[17]



matematica e as outras ciéncias, vivencia-se 0s seguintes
aspectos:

Primeiro, a concep¢do de uma estrutura
abstrata com simbolos e regras bem
definidas, a partir de motivagdes de ordem
pratica, isto €, ‘a constru¢do de uma teoria
matematica’. Segundo, a elaboragdo desta
teoria matematica em termos abstratos,
procurando desenvolvé-la para melhor
realizar as operagdes nela definidas [...], ou
seja, ‘o estudo matematico da teoria’. E, em
terceiro lugar, a utilizacdo desta teoria
matematica no estudo de inimeros
problemas, alguns dos quais certamente nao
tiveram nenhum papel na motivagao original
para a concep¢do da estrutura, isto €, ‘a
aplicacdo da teoria matematica’.

E assim, a Matematica enquanto instrumento intelectual
possibilita por meio da abstracdo e formalizacdo, a sintese de
ideias, as quais embora semelhantes surgem em situagdes as mais
diversas e por isto mesmo camufladas ‘na sua esséncia®’. Face a
isto, “o objetivo da Matematica ¢, entdo, extrair esta esséncia e
formaliza-la em um contexto com uma extraordindria economia
de pensamento”. (BASSANEZI; FERREIRA JR., 1988, p. 3)

No desenvolvimento dos capitulos desse compéndio
serdo apresentadas demonstragdes cuidadosamente explanadas de
alguns ‘teoremas’, de tal modo que a exposi¢cdo esteja sempre a
altura da experiéncia e maturidade do estudante, procurando
articular a sua capacidade de raciocinio, as representacdes e a
significag@o de conceitos da matematica.

5 No seu cerne, ou s€ja, no seu particular.
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TEOREMAS DE ROLLE, VALOR MEDIO E CAUCHY -
DEMONSTRACOES E ALGUMAS APLICACOES

Matheus dos Santos Modesti®
Introducio

O presente trabalho objetiva demonstrar trés famosos
teoremas do cdlculo e trazer algumas aplicagdes: Teorema de
Rolle, Teorema do Valor Médio e Teorema de Cauchy.

O primeiro deles ¢ de autoria de Michel Rolle (1652 —
1719), matematico francés, e nos da as condic¢des suficientes para
a existéncia de um ponto critico em uma fungao.

O segundo também ¢ conhecido como Teorema de
Lagrange (1736 - 1813), e tem aplicagdes importantes na fisica e
no desenho de graficos.

O terceiro ¢ de autoria de Augustin-Louis Cauchy (1789
- 1857), e ¢ uma versao mais geral do Teorema do Valor Médio.

Demonstracoes
Teorema de Rolle

Teorema de Rolle: Se f, uma fun¢do real de uma variavel, ¢
continua em [a, b] e derivavel em (a, b), e se f(a) = f(b), entdo
f'(c) = 0 para ao menos um numero ¢ em (a, b).

Demonstracao:
A funcdo f deve pertencer a a0 menos uma das trés
categorias abaixo:

® Ex-Académico do Instituto Federal Catarinense — Campus Camborit.
Especialista em Metodologias do Ensino da Matematica. Professor de
Matematica. matheusmodesti@gmail.com
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i) f(x) =f(y),Vy € (a,b). Nesse caso, f € uma fungdo
constante, e f'(x) = 0

i) f(x) > f(a), para algum x em (a, b). Nesse caso, 0 maximo
de f(x) em [a, b] ¢ maior que f(a) ou f(b), devendo assim
ocorrer algum ponto ¢ em (a, b). Como a derivada existe neste
intervalo, concluimos que f'(x) = 0.

iii) f(x) < f(a), para algum x em (a, b). Nesse caso, 0 minimo
de f em [a, b] € menor que f(a) ou f(b), devendo ocorrer em
algum ponto c de (a, b). Da mesma forma que em (ii), conclui-se

que f'(c) = 0

Corolario (Rolle): Se uma fungdo real e de uma variavel f ¢
continua em [a, b], e se f(a) = f(b), entdo f tem ao menos um
ponto critico em (a, b).

Demonstracio:
Se, por um lado, f' ndo existir em algum ponto ¢ em
(a,b), entdo c ¢ critico.

Se f’ existir em todo (a, b), entdo pelo Teorema de Rolle,
existe um ponto critico.

Teorema do Valor Médio
Teorema do Valor Médio: Se uma funcao real de uma variavel

f ¢é continua em um intervalo fechado [a, b] e ¢ diferenciavel em
(a, b), entdo existe ¢ em (a, b) tal que

f)—f(@)
3 —a SO
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Ideia Geométrica:

Tragamos o grafico de f como uma curva no plano, e uma
reta nos pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)).

Figura 1.1 - Grafico do Teorema de Valor Médio

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa reta ¢ o grafico da fungdo

gx)=f(a )+M( —a)

Demonstracio:
A diferenga entre f(x) e g(x) € expressa por h(x)

h(x) = f(x) —g()

[23]



= f(x) - f(a) - M( —a) (1.1)

Note que h(a) = h(b) = 0. Dessa forma, pelo Teorema
de Rolle, i =0 em algum c € (a,b). Derivando a fungdo
expressa na equacao (1.1) temos

hw = fa - TP
o = ro- L@
o B - f@
0 - f(C)—?
ro = 2@

Teorema de Cauchy

Teorema de Cauchy: Se f e g, fungdes reais de uma varidvel,
forem continuas em [a, b] e derivaveis em (a, b), entdo existira
ao menos um c em (a, b) tal que

[f () — f(@)]g'(c) = [9(b) — g(@)]f'(c)
ou
) = f(@) _f'(©)
gib)—g@ g'(©)
seg(b) #gla)eg'(c) #0.
Ideia Geométrica: Suponha f e g derivaveis em um intervalo I,
to€ I e g'(ty) # 0. Vamos definir a reta secante a curva no

ponto (g(to), f (to))-

[24]



Figura 1.2 - Grafico do Teorema de Cauchy (1)

@ (), f )
\ @@, f @)

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 462).
O coeficiente angular da reta secante s; €

f(@®) — f(to)
g@) —g(t)

Ja o coeficiente angular da reta tangente a curva em

(g(to), f (to)) serd

im f(@®) — f(to)
t=to g(t) — g(to)

Assim
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f) — f(t)

totog(t) —g(ty) t-tog() —g(to) g'(to)
t—t,

Dessa forma, a reta tangente a curva em (g(ty), f(to)) €

a reta que passa por este pOHtO € que tem coeficiente angular
f1(to) ~ .
—==_ A equacao dessa reta sera
griey SN

f'(to)

y _f(tO) = g’(to)

(x = g(to))

Suponhamos agora f e g continuas em [a, b], derivaveis
em (a,b) e g'(t) # 0 em (a, b).

Figura 1.3 - Grafico do Teorema de Cauchy (2)

A
f{c) r

Y
f(®)

f (a)
-~

e i — — —
e —— N . W = ——

i

:
g g(c) g )
Fonte: Guidorizzi (2001, p. 463).
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f(b)—f(a)
g(b)-g(@)’

Vemos, geometricamente, que existe um ponto
(g(c), f(c)) tal que a reta T que passa neste ponto ¢ paralela a
fr@.
gr(cy’

O coeficiente angular de S ¢

reta S. O coeficiente angular de T ¢ Entdo, para este c,

fb) —f@ _f'©
gb)—g@ g'(c)

Demonstracio:

Seja h(x) = [f(b) — f(@)]g(x) — [g(b) — g(a)]f (x),
x € [a,b].
Vamos analisar h(a) e h(b):

h(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a)
h(b) = f(a)g(b) — f(b)g(a)
Note que h(a) = h(b).

Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ em (a, b) tal que h'(c) =
0. Dai

h'(c) = (g(b) = g(@)f'(c) = (f(b) = f(a))g'(c) = 0

Ou seja,

(g(d) — g(@)f'(c) = (f(b) = f(a)g'(c)

fB) - f@ _f(©
g) —g(a) g'(c)

€

Nota: se g(x) = x, g'(x) = 1 e o Teorema de Cauchy ¢ igual ao
TVM.
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Algumas Aplicagoes
Teorema de Rolle
Teorema de Rolle na Fisica

Considere uma bola jogada para cima de uma altura inicial
de 2m. Em algum momento, a bola para de subir e desce, até
atingir novamente a altura de 2m.

Logo, se f ¢ uma fung¢do que da a altura da bola em metros
no instante t, o Teorema de Rolle nos garante que em algum
momento a velocidade da bola de anula, pois f(ty) = f(t,) = 2,
onde ¢, ¢ o instante inicial, e t; o instante de tempo final onde a
altura mede 2m.

Como essa fungdo é continua e diferenciavel, existe ¢
em (t, t;) tal que f'(c) = 0.

Teorema de Rolle na busca de raizes de um polindmio

A seguir, mostraremos que a fungdo f(x) =x3+x —
1 = 0 tem exatamente uma raiz real:

Temos que f(0)=—-1<0e f(1)=1>0. Como ha
troca de sinal entre os valores da fung¢ao, e f é continua, podemos
afirmar pelo Teorema do Valor Intermedidrio que no intervalo
(0,1), existe c tal que f(c) = 0, e f tem ao menos uma raiz real.

Agora, suponha que f tem duas raizes reais. Assim,
existem a e b tais que f(a) = f(b) = 0. A funcado f ¢ derivavel
e continua em todo dominio, pois ¢ um polindmio. Assim, pelo
Teorema de Rolle, existe ¢ entre a e b tal que f'(¢) = 0.

Mas isso é um absurdo, pois f'(x) = 3x%2+ 1 > 1, para
todo x. Logo, a funcao s6 tem uma raiz real.

[28]



Teorema do Valor Médio
Ideia Fisica

Se vocé viajar de uma cidade X para uma cidade Y, cuja
distancia ¢ de 3000km em um tempo de 6 horas, pelo Teorema
do Valor Médio, em ao menos um ponto, vocé estara andando a
velocidade média de 500km/h.

Crescimento e Decrescimento de Funcoes

Reescrevendo o TVM de outra forma, temos

b) —
% =f'(c)= f(b) =f(a)+ f' ()b —a)

Assim:
e Se f'(c) > 0entdo f(b) > f(a), e a fungio € crescente.
e Se f'(c)<0, entdio f(b)<f(a), e a fungdo ¢é
decrescente.
e Sef'(c) =0, entdo f(b) = f(a), e a fungdo é constante.

Estimativa de Func¢des

Suponha que f(0)=-3 e f'(x) <5 para todos os
valores de x. Qudo grande f(2) pode ser, supondo que f ¢
continua e derivavel em todo o dominio?

Aplicando o TVM no intervalo (0,2), temos

f@)—f00) _f(2)+3

fre)=—"—3 >

[29]



Mas, f'(c) < 5, logo

f(z)z—Hs 5= f(2) < 7.

Consequéncias do TVM
1) Fungdes com derivadas nulas sdo constantes

Se f'(x) = 0 em todo (a,b), entdo f(x) = c, para todo x em
(a,b), e c € constante.

Demonstragao:

b —
%:o@f(b)—f(a)=0® fb) = f(a)

2) Fungdes com a mesma derivada diferem por uma constante:
Se f'(x) = g'(x) em cada ponto x de um intervalo (a, b), entdo
existe uma constante ¢ tal que f(x) = g(x) + c para qualquer
x € (a,b).
Demonstracao:

Em cada ponto x € (a,b), a derivada da fungdo h(x) =
fo-g@me

Kx)=fx)—gx) =0

Assim, pelo primeiro topico, h(x) = c. Isto é: f(x) —g(x) =c
em (a, b), e entdo, f(x) = g(x) +c.

[30]



Exercicio (LEITHOLD, 1994, p. 243)

Dada f(x) = x%/3, faga um esbogo do grafico de f.
Mostre que ndo existe nenhum nimero ¢ no intervalo aberto
(—2,2) tal que

_f@ -2

file)=——= &)

Que condicdo dentre as hipoteses do TVM nido serad
satisfeita para f quandoa = —2e b = 2?

Soluc¢io
Um esboco do Grafico de f esta na figura 1.4.

Figura 1.4 - Grafico de x%/3

y

Fonte: Leithold (1994, p. 243).

A derivada de f é f'(x) = gx‘1/3. Assim
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2
f(c) = §c‘1/3
Mas, usando o TVM

fQ)—f(=2) 43 -4 0
2—-(-2) 4 B

~ . . 2

Nio existe nimero c tal que Ecl/ 3 =0.

A fungdo f ¢ continua no intervalo [—2,2], entretanto, a
fungdo ndo é derivavel em (—2,2), pois f'(0) ndo existe. Logo,
essa condicdo do TVM ndo ¢ satisfeita.

Referéncias

GUIDORIZZI, L.H. Um curso de calculo - Volume 1. 5 ed. Rio
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A FORMULA DE TAYLOR E A IRRACIONALIDADE
DO NUMERO e

Rafaela Filippozzi’
Introducio

A Formula de Taylor ou Polindmio de Taylor ¢ uma
expressdo que permite o calculo do valor de uma fungdo por
aproximacao local através de uma funcdo polinomial. As
aproximacdes de Taylor para uma funcdo constituem uma das
mais importantes ferramentas em otimiza¢do, tanto no
desenvolvimento da teoria quanto na constru¢do de algoritmos.
Aparecem, por exemplo, na demonstracdo das condi¢des de
otimalidade de segunda ordem e na ideia do Método de Newton.

Neste trabalho serda apresentado as aproximacgdes de
primeira e segunda ordem, e de ordem n, apesar de grau superior
a 2 serem mais precisas, deixam de ser convenientes pelo alto
custo computacional para o calculo das derivadas. Contudo sera
essencial para demonstrar a irracionalidade do nlimero e.

Ha dois teoremas importantes que serdo utilizados ao
decorrer do trabalho: o teorema de Rolle e o Teorema de Caychy?®.

Formula de Taylor

Polinomio de Taylor de Ordem 1

7 Ex-Académica do Instituto Federal Catarinense — Campus Camborit.
rafaela.filippozzi@gmail.com.

8 Esses teoremas ja estdo demonstrados, e dessa forma, suprimimos as
demonstragdes. O leitor que desejar pode voltar no texto ao capitulo anterior e
encontrar as provas.
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Supondo f uma fungao real de um variavel derivavel, ou
seja, sua derivada existe em cada ponto do seu dominio, num
intervalo contendo um ponto x,, define-se uma fungdo T (x)
expressa por

T(x) = f(x0) +f'(x0)(x = Xo) 2.1

Logo, a equagdo (2.1) ¢ da reta tangente de f (x) no ponto
X, como vemos na figura 2.1.

Figura 2.1 - Tangente a um ponto

fiX] pmmecemccccccaaaaa

T §-------------- -

firy) Q== ==== ===

P

L
B

£
Fonte: Elaborado Pela Autora.

Para cada x pertencente ao dominio o erro E(x) que se
comete na aproximacao de f(x) por T(x). Assim sendo
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f(x) = T(x)+ E(x). (2.2)
Substituindo temos

f) = f(xo) + f'(x0)(x = x0) + E(x).

Isolando E (x) obtemos

E(x) = f(x) = f(x0) = f'(x0)(x = xo).

E dividindo ambos os lados da igualdade por x — x,, de
forma que x — x, # O:

EQ) _fG)—f0) .,
s i HCD) (23)

Assim, quando x = x,, o erro E(x) tende a zero mais
rapidamente que (x — xg):

. E®X)
lim =
X2 X0 X — X

0 (2.5)

Sendo assim se f for derivavel em x,, definimos T (x)
como a fun¢do afim que melhor aproxima localmente a f em
volta de x,. E a fungdo T acima ¢ uma funcao polinomial de grau
no maximo 1.

Observe que os valores de f e T em x, sdo iguais, bem
como os de suas derivadas

f(x0) = T(xo) e f(x0) = T'(x0).

Sendo assim, o polindmio de Taylor de ordem 1 de f em
volta de x ¢
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P(x) = f(x0) + f'(x0)(x = Xo). (2.5)

Para a expressao do erro do polindmio de Taylor de ordem
1 temos o seguinte teorema:

Teorema: Seja f uma funcdo real de uma variavel derivavel até
a segunda ordem no intervalo aberto I e sejam x, x, pertencentes
a I. Entdo, existe pelo menos um X no intervalo aberto de
extremos x e X, tal que

f'@®
2

(x — xo)z

f(x) = fxo) + f/(xo)(x — xp) +

Demonstraciao: Queremos mostrar que

Note que E(xg) = 0¢ E'(xy) = 0.
Seja h(x) = (x —x)?, sendo assim, h(xy) =0 e
h'(xy) = 0. Temos

EQ) _ EQ) = E(x)
RGO~ hGo) — hxo)

Pelo teorema de Cauchy, existe X; no intervalo de
extremos x, e x tal que
E() _E'()
h(x)  h'(x)

Tendo em vista que E'(xy) = h'(x,) =0
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E(x) _ E'() — E'(x)
h(x) — h'() — ' (x0)

Novamente, pelo Teorema de Cauchy, existe X no
intervalo aberto de extremos x, e x; tal que

E(x) E"(x)
h(x) R'(%)

Como E"(x)=f"(x), h(x)=2x e h"(x)=2,
substituindo temos

E@) _f"()
h(x) 2
Portanto,
E(x) = f 2(3?) (h(x)).

Substituindo h(x) = (x — x,)?

f'®
2

E(x) = (x — x4)? (2.6)

Para algum X no intervalo aberto de extremos x e x,.
Como queriamos demonstrar.

Polinomio de Taylor de Ordem 2

O polindmio de Taylor de ordem 1 tem em comum com f
o valor de x, e o valor da derivada em x,.
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Suponhamos que f tenha derivadas até a segunda ordem
no intervalo I e seja x, pertencente a I. Devemos procurar o
polindmio P, de grau no maximo 2, que tenha em comum com f
o valor em x,, o valor da primeira derivada em x;, ¢ valor da
segunda derivada em x,. Logo

f(x0) = P(xo), f'(xo) = P'(x0),  f"(x0) = P"(x0).
Podemos procurar P da forma que
P(x) = Ay +A1(x —x9) + Ay(x — x0)?. (2.7)
Como P(x,) = Ay, entdo A, = f(xy). Note que

P,(X) = Al + 2A2(x—x0),

e ainda

P'(x) = 24,.

Entdo P'(xy) = A, e P""(xy) = 2A,. Portanto, devemos
ter
Ay = f'(x0)
e
1 n
Ay = Ef (o).

Substituindo em (2.7) temos que o polindmio procurado ¢
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PG = fr) + F)—x0) + L )t 28)

O polinémio (2.8) denomina-se polindmio de Taylor, de
ordem 2, de f em volta de x,. Note que, para x proximo de x; os
graficos de f e P apresentam concavidades com mesmo sentido.
E razoavel esperar que para x suficientemente proximo de x, o
polindmio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor f do que o
polindmio de Taylor de ordem 1. Porém, provaremos isso com o
erro do polindmio de Taylor de ordem 2, que ¢ apresentado no
proximo teorema:

Teorema. Seja f derivavel até a terceira ordem no intervalo [ e
sejam X, x, pertencentes a I. Entdo, existe pelo menos um X no
intervalo aberto de extremos x e x, tal que

) =f(x)+ f(x)(x—x0) + @(x —xp)? + f"'(x)

3!

(x = x0)3.
Demonstraciao: Queremos mostrar que

@)
3!

Ex) = (x —x0)°
Note que E(xg) = E'(x) =E"(x5) =0 e E'"'(x) =
f’l’(x)‘
Sendo h(x) = (x — x0)3, h(xg) = h'(x) = h'"(x0) =0
eh"'(x) = 6 = 3L
Temos
E(x) E(x)—E(x)

h(x) — h(x) = h(x,)
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Pelo teorema de Cauchy, existe X; no intervalo de
extremos x, € x tal que

E(x) _E'(x)
h(x) W' ()

Tendo em vista que E'(xg) = h'(x) =0

EQ) _E'G) — E'(xo)
G T WG - g ()

Pelo Teorema de Cauchy, existe X, no intervalo aberto de
extremos x, e x; tal que

E(x) _E"(x3)
h(x) — h"'(%)

De E(xy) = h"(xo) = 0 segue:

E(x) E"(%) —E"(x)
R T R — K (%)

Novamente, pelo Teorema de Cauchy, existe X entre X, €
X, tal que
E(x) E"(x)
h(x) — h"'(%)

Como E"'(x)=f""(x)=h""(x) = 3!, temos que

flll (y)
3!

E(x) = (x — x0)>. (2.9)

[40]



Polinémio de Taylor de Ordem n

Seja f uma fungdo real de uma variavel, derivavel até a
ordem n no intervalo I e seja xo € I. O polindmio

P(x)
:f(X0)+fl(x0)(3(C)_x0)+f ( 0) (X—xo) + - (210)
f (x )( X — X )n
ou
(k)
P(x) = f(xo) + Zf ) (x )t

denomina-se polindmio de Taylor, de ordem n, de f em volta de
Xo-

Formula de Taylor com resto de Lagrange

Teorema: Seja f uma funcdo real de uma variavel, derivavel até
aordemn + 1 no intervalo I e sejam x, X, pertencentes a I. Entao,
existe pelo menos um X no intervalo aberto de extremos x e X,
tal que

FR@D e
fx)=Px) +—— D! (x — xg) (D) (2.11)
onde
LEYeS)
P = Y L
k=0
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Demonstraciao: Suponha x, < x (se x < x(, o procedimento ¢
analogo). Tome F:[xy,x] - R definida por, para todo y €

[x0, %] :

FO) = f0) = fG) - ).

k=0

F® )

(=) — A= ),

onde A € R ¢ escolhido de forma que F(x,) = 0.

Tem-se: F € continua em [xg, x] e derivavel em |x,, x|
(por hipoétese), e F(x) = F(xy) = 0. Entdo, pelo Teorema de
Rolle, existe X €]x, x[ tal que F'(xX) = 0. Mas, para todo y €
], x[.

FO)

D (x —y)kt

N r(k+1)
PO = o) -y L P gy
k=0

+(n+DAx—y)"

(n+1)
Po) =Ly s v DAy

Como X # x e F'(x) = 0 temos que

(n+1) X
0=- fn—'()(X—f)n + (Il + 1)A(X—f)n:
m+1) 57
concluindo que A = ! (n+1§f), portanto de (2.11) segue-se de

F(x,) = 0.
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O numero e é irracional

Para demonstrar a irracionalidade de e, serd provado o
lema a seguir:

Lema:

1 1
e=1+ '+2

1
- - (2.12)

1
e —
q!

|+3

Demonstracio: Do polindmio de Taylor temos que
n
. £® (xo)
£ = o) + Jim 0 (= x)*
k=0 '
No caso particular de f(x) = e*, em torno da origem (ou

seja, x, = 0), temos

" (k)
fx) = f(0)+f() +f2(|0)x2+...+fk—|(0)xk+---

Sabe-se que para todo n €N, fM(x) = e* e em
particular para x, = 0 tem-se £ (0) = e® = 1. Substituindo
no polinémio de taylor de ordem n temos que

x% X3 xk

X
oX — 4 - 2.13
1+1'+2|+3|+ +q+ (2.13)

Substituindo x = 1 em (2.13) demonstra-se o lema.
Teorema: O numero e ¢ irracional.

Demonstracio: E demonstrado do lema anterior que
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1 1 1 1
e=l++otg+e ot (2.14)
Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam
inteiros positivos a e b tais que e = %, suponha ainda que

mdc(a,b) = 1. Para todo natural n,

1 1 1 1
€>1+1|+2'+§+ +E
e ainda,
<1+1+1+1+ +1) .
10 2t 3! (n+ 1"

Dai, para todo natural n,
0< (1+1+ iy +1>< >
! n! (n+1)!

Paran > b e n = 3, temos

0 <P '(1+1+1+1
p 11217 3

3
(n+ 1)!

IV

R 1 ) 3
4
Sejam A =%"e B =n!(1+ =+~ +=+-+=) Note

b 1 20 3! n!
que A ¢ inteiro pois n > b e b ¢ natural. Note também que B ¢
inteiro pois n ¢ natural e todos os termos dos denominadores sdo

naturais.
Assim, A — B ¢ um inteiro estritamente positivo € menor

3 L , e
que , 0 que ¢ impossivel. Logo, e ¢ irracional.
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Consideracoes Finais

Polindmios sdo fung¢des faceis de manipular, ja que os
seus valores podem ser obtidos através de simples adigdes e
multiplicagdes. Portanto, buscar aproximar fun¢des mais
complicadas por fungdes polinomiais ¢ uma ideia muito
inteligente. E com a formula de Taylor seguindo as condigdes
necessarias podemos fazer isso com um numero relativamente
grande de fungdes.

Aproximando as fun¢des mais complicadas para fungdes
polinomiais podemos enumerar uma série de aplicagdes que esse
utensilio ajudaria como em encontrar pontos maximos € minimos
de uma fun¢do, demonstrar porque o nimero $e$ é um niimero
irracional e demonstrar o teorema do confronto (um dos teoremas
mais importantes do célculo).

Visto isso, temos que ¢ a formula de Taylor ¢ muito
importante e util para muitas areas da matematica. Como foi visto
no exemplo de demonstrar a irracionalidade do nimero e.
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A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Aline de Oliveira Sant'anna’

Muitos problemas praticos de Engenharia envolvem
sistemas mecanicos ou elétricos sob a acao de forcas descontinuas
ou de impulsos. Um método adequado para esses problemas
baseia-se na transformada de Laplace. Vamos descrever como
esse método funciona, mostrando problemas tipicos das
aplicagdes de engenharia.

Definicdo da Transformada de Laplace
Integrais Improprias

Como a transformada de Laplace envolve uma integral de
zero a infinito, ¢ necessario conhecimento sobre integrais
improprias deste tipo para apreciar o desenvolvimento
subsequente das propriedades da transformada. Vamos fornecer
aqui uma revisao rapida de tais integrais improprias.

Uma integral impropria em um intervalo limitado ¢
definida como um limite de integrais em intervalos finitos, assim

faoof(t)dt = lim faAf(t)dt

onde A ¢ um niimero real positivo. Se a integral de a até A existe
para todo A > a e se existir limite quando A — oo, diz-se que a

® Ex-Académica do Instituto Federal Catarinense — Campus Camborit.
licaolive@gmail.com.
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integral impropria converge para esse valor- limite. Caso
contrario, a integral diverge ou ndo existe.

Exemplo 1: Seja f(t) = e, t > 0, onde ¢ é uma constante real
nao nula. Entdo

o) A
f etdt = lim | e‘tdt
0 A—>o0

0

A
. ect
lim |—
A—o0 C

0

1
= lim — (e4 — e¢?
Jim —( )
Segue que a integral impropria converge para o valor de
—% se ¢ < 0, e diverge se ¢ > 0. Se ¢ = 0 o integrando f(t) ¢

uma funcao constante igual a 1, e a integral novamente diverge.

Exemplo 2: Seja f(t) = %, t > 1 Entao
*dt  (Adt
f —=Ilim| —=limilnA
1 t A—> 1 A—>

Logo, a integral imprépria diverge.

Exemplo 3: Seja f(t) =t™P,t > 1 onde p € uma constante real
ep # 1. O caso p = 1 foi considerado no Exemplo 2.

oo A
f t™Pdt = lim tPdt
1 A—>o0

1

= lim L(Al-r’ - 1)
A—>o0 —_ p
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Quando A - o, A" - 0 se p > 1, mas A1 - o se
p < 1. Portanto, floo t~P dt converge para o Valorﬁparap > 1,

mas diverge, levando em conta o resultado do exemplo 2, para
p < 1. (BOYCE e DIPRIMA, 2013)

Fungdo Seccionalmente Continua

Uma fungdo ¢ dita seccionalmente continua ou continua
por partes em um intervalo @ < t < 8 se o intervalo puder ser
divido por um numero finito de pontos @ = t, < t; < - < t, =
[ de modo que:

1. f seja continua em cada subintervalo aberto t;_; <t <
ti;

2. f tenda a um limite finito quando os pontos do
subintervalo tenderem aos pontos extremos do proprio
intervalo.

Em outras palavras, f ¢ seccionalmente continua em um
intervalo a < t < f se for continua exceto por um niimero finito
de descontinuidades do tipo salto. Se f for seccionalmente
continua em a < t < f§ para todo f > a, entdo, diz-se que f ¢
seccionalmente continua para t > «.

A Integral de uma fung¢do seccionalmente continua em um
intervalo finito ¢ simplesmente a soma das integrais nos
subintervalos criados pelos pontos da parti¢ao. Por exemplo, para
a fun¢do f(t) na figura 3.1 temos

B t ts B
ff(t)dt: fode+ | f@de+ | fOde gy,

t1
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Figura 3.1 - Tangente a um ponto

| | | |
a 3 ty B

Fonte: Boyce e Diprima (2013).

=

Para a funcdo da figura 3.1 atribuimos valores para a
funcdo nos extremos « e [ e nos pontos de parti¢ao t; e t,. No
entanto para as integrais na Equacdo 3.1, ndo importa se a fun¢ao
f(t) esta definida nesses pontos, ou quais os valores atribuidos a
f (t) neles. Os valores das integrais na Equacao 3.1 permanecem
0S Mesmos.

Logo, se f for seccionalmente continua no intervalo a >

t> A, a integral f; f(t)dt existe. Portanto, se f for
seccionalmente continua para t > a, entdo f: f(t)dt existe para
todo A > a. No entanto a continuidade por partes ndo ¢ suficiente
para garantir a convergéncia da integral impropria f: f(t)dt,
como mostram os exemplos precedentes.

Teorema 3.1: Se f for seccionalmente continua para t > a, se
lf ()| < g(t) quando t = M para alguma constante positiva M

e se f; g(t)dt converge, entio faoo f(t)dt também converge.
Por outro lado, se f(t) = g(t) = 0parat > M e se f; g(t)dt
diverge, entdo faoo f(t)dt também diverge.
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A demonstragao deste resultado de Calculo nao sera dada
aqui. Ele se torna plausivel, no entanto, se compararmos as areas
representadas por f; g(®)dt e por f; |f (t)|dt.

As fungdes mais Tteis para efeito de comparagdo sdo et

e e!™P que consideramos nos exemplos 1, 2 e 3. (BOYCE e
DIPRIMA, 2013)

Transformadas Integrais

Uma Transforada Integral ¢ uma relacao da forma

B
F(s) = f K(s, t)f (t)dt (3.2)

onde K(s,t) ¢ uma funcdo dada chamada de ntcleo da
transformagdo, e os limites de integracdo a e [ também sdo
dados. A relagdo 3.2 transforma uma func¢do f em outra funcao
F, que ¢ chamada Transformada de f .

A Transformada de Laplace ¢ uma transformacao integral,
e ¢ definida da seguinte maneira: Suponha que f(t) ¢ uma funcdo
definida para t > 0 e que f satisfaz certas condigdes. Entdo a
Transformada de Laplace de f, que denotaremos por L{f (t)} ou
F(s) ¢ definida pela equacao

LF©) = F(s) = f eStF(D)dt (3.3)

0

sempre que a integral impropria convergir. A Transformada de
Laplace usa um nucleo K(s,t) = et .
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A ideia geral ao se usar a Transformada de Laplace para
se resolver uma equacio diferencial'® é a seguinte:

1. Usar arelagdo 3.3 para transformar um problema de valor
inicial para uma func¢do desconhecida f no dominio dos t
em um problema mais simples para F no dominio dos s;

2. Resolver esse problema algébrico para encontrar F;

3. Recuperar a fungdo desejada de f de sua transformada F.
Essa ultima etapa ¢ conhecida como “inverter a
transformada”.

Teorema 3.2: Suponha que

1. f éseccionalmente continuano intervalo 0 < t < A, para
qualquer A positivo;
2. |f(®)| <K -e® quandot = M. Nesta desigualdade, K, a
e M sdo constante reais, com K e M necessariamente
positivos.
Entdo, a Transformada de Laplace L{f(t)} = F(s)
definida na equacao 3.3 existe para s > a.

Demonstracio: Para demonstrar esse teorema, iremos mostrar
que a integral da Equagao 3.3, converge para s > a.
Separando a integral impropria em duas partes temos

fome_“f(t)dt = fOMe_Stf(t)dt + mef(t)dt (3.4)

A primeira integral a direita do sinal da igualdade na
equagao 3.4 existe pela hipotese 1 do teorema; logo, a existéncia

10 Equagdo Diferencial ¢ o tipo de equacdo onde a incognita é uma fungdo de
uma variavel, e suas derivadas. (SOTOMAYOR, 1979)
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de F(s) depende da convergéncia da segunda integral. Pela
hipotese 2, temos, parat > M

|e_Stf(t)| < Ke Steat — Ke(a—s)t

Assim, pelo Teorema 3.1, F(s) existe se f;lo e(@=9t gt
convergir.

Pelo Exemplo 1, com a — s no lugar de ¢, vemos que essa

ultima integral converge quando a — s < 0, o que demonstra o
Teorema 3.2.

Exemplo 4: Seja f(t) = 1, t\geq 0.

o

L{1}=f e Stdt
0

_op1A
o Jest
= —lim
A—>o00 S 0

1
=—,ses>0
S

Exemplo 5: Seja f(t) = e?, ¢t > 0.

L{eat}=f e Stettdt
0

— f e(—s+a)tdt
0

= [ emeorar
0

A
= lim | e~ 66—Dtgt

A—>o0

0
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'e—(s—a)t A
= lim
0

A-w|—(s —a)
[ e—(s—a)A e—(s—a)O

= lim

i |—(s—a) —(s—a)
. :e—(s—a)A 1
R Ets |—(s —a) —(s—a)
N )
1
= ,coms > a
s—a

Exemplo 6: Seja f(t) = sin(at),s > 0.

L{sinat} = f e Stsin(at) dt
0

A

= lim | e S'sin(at)dt
A—o00 0

Integrando por partes, obtemos

_ e=Stcos(at) " s (4
F(s) = lim [|-———— ——f e St cos(at) dt
a o aJo

A—>o0

O
=———1im | e %' cos(at)dt
a a A—oo 0

Uma segunda integral por partes fornece

1 s
F(s)=———=F
(5) = === F(s)
Portanto, para F(s), temos:

F(s) = >,coms > 0.

s2+a

[54]
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Exemplo 7: Encontre a Transformada de Laplace de f(t) =
5e~%t — 2sin(4t),t > 0.

Em primeiro lugar, devemos usar o fato de que a
Transformada de Laplace ¢ um operador linear, ou seja, dada uma
transformada L{c;f;(t) + c,f>(t)}, podemos separa-la em

i L{f1(©)} + 2 L{f2(t)}. Assim
L{f(t)} = 5L{e "2} — 3L{sin(4t)}
Usando os exemplos 5 e 7, temos

12

_ , 0.
st2 sZtie OmS”

Lif©} =

Soluc¢des de Problemas de Valores Iniciais

Vamos mostrar como a transformada de Laplace pode ser
usada para resolver problemas de valor inicial para equacdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes. A utilidade da
transformada de Laplace nesse contexto reside no fato de que a
transformada de f' estd relacionada de maneira simples a
transformada de f. Esta relagdo esta explicitada no teorema a
seguir.

Teorema 3.3: Suponha que f ¢é continua e que f' ¢
seccionalmente continua em qualquer intervalo 0 <t < A.
Suponha, além disso, que existem constantes k,a e M tais que
|f(t)| < ke parat > M. Entdo |f(t)| existe paras > a e além
disso,

L{f'(®)} = sL{f (©)} - £(0)
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Para provar este teorema vamos considerar a integral

A
f e StF(t)dt

Se f' tem pontos de descontinuidades em um intervalo
0 <t < A, vamos denota-los por ty, ty, ..., t,.
Podemos entdo escrever essa integral como

t2

fA e‘“f’(t)dt=ftle‘“f’(t)dt+f e StF ()dt + -+ +
[ [ t

1

A
+] e St (t)dt

Integramos cada parcela a direita do sinal de igualdade por
partes, obtemos

A
f e~ (D)dt = et F (D5 + eTSEF(D]F + -+ e TEFD]E,

t1 ty A
+sU ety de+ [ e StF@de+ -+ f e—stf(t)dt]
) t1 o

Como f ¢ continua, as contribui¢des em tq, t,, -+, t, das
parcelas integradas se cancelam. Combinando as integrais,
obtemos

A

A
j e Stf'(t)dt = e S4f(A) — f(0) + sf e St F(t)dt
0

0
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Para A > MS$, temos |f(4)| < ke®4; em consequéncia,
le™S4f(A)| < ke (~®4 Portanto, e 4f(A) — 0 quando A —
oo sempre que s > a. Logo, paras > a

L{f'(©)} = sL{f ()} = f(0)

0 que prova o teorema.

Se f' e f" satisfazem as mesmas condigdes impostas em
f e f' respectivamente no teorema 3.3, entdo a Transformada de
Laplace de f'' também existe para s > a, ¢ ¢ dada por

L{f" (0} = s*L{f(©)} = sf(0) — f'(0)

De fato desde que a funcdo f e suas derivadas satisfacam
condi¢cdes adequadas pode-se obter uma expressao para n-ésimas
derivadas f (™ através de aplicagdes sucessivas desse teorema. O
resultado ¢ dado no teorema a seguir:

Corolario 3.1: Suponha que as fungdes f,f’,---,f™ ! sdo

continuas ¢ que f™ ¢é seccionalmente continua em qualquer
intervalo 0 < t < A. Suponha além disso que existem constantes
Ka e M tais que |f(e)]<Ke*, |f'(t)<
Ke®, -, |[f™D(¢)| < Ke para todo t = M. Entdo, L{f™(¢t)}
existe para s > a ¢ ¢ dado por

LM (D)} = s"L{F (D)} — s™1F(0) — - — sf72(0) — £71(0)

Vamos mostrar agora, como a Transformada de Laplace
pode ser usada para resolver problemas de valor inicial. Sua
utilidade maior ¢ como ferramenta para a solugao de problemas
envolvendo equagdes diferenciais ndo homogéneas, como
mostraremos mais adiante. Entretanto vamos comecar olhando
algumas equacdes homogéneas, que sdo um pouco mais simples.
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Exemplo 8: Vamos considerar a equagao diferencial
y' =y =2y=0
com condigdes iniciais y(0) = 1,y'(0) = 0.
A equacdo caracteristica é
r2—r—-2=0-2)r+1) =0
Em consequéncia, a solugao geral é
y=ce b+ cye?t

Para satisfazer as condicdes iniciais, precisamos ter ¢; +
c; =1¢ —c; +2¢c, = 0. Logo, resolvendo o sistema, temos

c1= g ec 2= § de modo que a solug¢do do problema de valor
inicial €

2 1
y = ¢(t) =§€_t+§€2t (3.5)
Vamos agora resolver o mesmo problema usando a

Transformada de Laplace. Para fazer isso precisamos supor que
o problema tem uma solug¢do y = ¢ (t) tal que as duas primeiras
derivadas satisfacam as condi¢cdes do Corolario 3.1. Entao,
calculando a transformada de Laplace da equacdo diferencial,
obtemos

Liy"} - L{y'} - 2L{y} =0

onde usamos a linearidade da transformada para escrever
a transformada de uma soma como a soma das transformadas
separadas.
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Usando o Corolario 3.1 para exprimir L{y"'} ¢ L{y'} em
funcdo de L{y}, a equacdo fica

s? L{y} — sy(0) — y'(0) — [sL{y} — ¥(0)] — 2L{y} = 0,

ou

(s2—=s=2)Y()+ (1 —5)y(0)—y'(0)=0 (3.6)

onde Y (s) = L{y}. Substituindo os valores de y(0) ¢ ¥'(0) dados
pelas condigdes iniciais e depois resolvendo para Y (s), obtemos

s—1 s—1

Y(S)ZSZ—S—ZZ(S—Z)(S-}-l)

Obtemos assim, uma expressdo para a transformada de
Laplace Y (s) da solugdo y = ¢(t) do problema de valor inicial
dado. Para determinar a fungao ¢, precisamos encontrar a funcao
cuja transformada de Laplace ¢ Y (s).

Isso pode ser feito mais facilmente expandindo-se a
expressao a direita do sinal da igualdade em fracdes parciais.
Escrevemos entdao

s—1 _a N b
(s—2)(s+1) s—-2 s+1

Y(s) =

_als+1)+b(s—2)
(5 =2)(s+1

onde os coeficientes a e b tem que ser determinados. Igualando
os numeradores da segunda com a quarta expressao, obtemos

s—1=a(s+1)+b(s—2)
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uma equacdo que tem que ser satisfeita para todos os valores de
. 1
s. Em particular, fazendo s = 2, tem-se a = . Analogamente,

tem-se s =1, b = 2. Substituindo esses valores para a ¢ b
respectivamente, temos

1/3+2/3
s—2 s+1

Y(s) = (3.7)

2t

: 1
Finalmente, temos que e tem  transformada

é(s —2)7!. Analogamente, a transformada de %e” é

g(s + 1)71.Portanto, pela linearidade da transformada de

Laplace,

1 2
y =) =§eZt +§e_t

tem como transformada 3.7 e ¢, portanto, solu¢do do problema de
valor inicial desse exemplo. Note que ele satisfaz as condi¢des do
Corolario 3.1, como supusemos inicialmente. E claro que essa é
a mesma solucao que obtivemos antes.

O mesmo procedimento pode ser aplicado a equagdes
lineares gerais de segunda ordem com coeficientes constantes

ay'" + by + cy = f(¢t) (3.8)

Supondo que a solugdo y = ¢(t) satisfaz as condi¢des do
Corolario 3.1 para n = 2, podemos calcular a transformada da
equacdo 3.8 obtendo, assim

a[s*Y(s) = sy(0) = y'(0)] + b[sY(s) —y(0)] + c¥Y(s) =F(s) (3.9)
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onde F(s) ¢ a transformada de f(t). Resolvendo a equagdo 3.9
para Y (s), encontramos

(as + b)y(0) + ay'(0) F(s)

(3.10)
as?+ bs +c as?+bs+c

Y(s) =

O problema, entdo, esta resolvido, desde que possamos
encontrar a fungdo y = ¢(t) cuja transformada é Y (s).

Podemos entdo listar algumas caracteristicas essenciais do
método da transformada. Em primeiro lugar, a transformada Y (s)
da fun¢do desconhecida y = ¢(t) é encontrada resolvendo-se
uma equagdo algébrica em vez de uma equagdo diferencial, a
equagao 3.6 em vez da equacao 3.3. Essa ¢ a chave da utilidade
da transformada de Laplace para resolver equacdes diferenciais
ordindrias lineares com coeficientes constantes - o problema ¢
simplificado de uma equacdo diferencial para uma equagdo
algébrica. A seguir, a solucdo satisfazendo as condigdes iniciais
dadas ¢ encontrada automaticamente, de modo que a tarefa de
determinar os valores para as constantes arbitrarias na solucao
geral ndo aparece. Além disso, como indicado na equagao 3.9, as
equagdes ndo homogéneas sdo tratadas exatamente da mesma
forma que as homogéneas; ndo ¢ preciso resolver primeiro a
equagao homogénea correspondente. Por fim, o método pode ser
aplicado da mesma forma para equagdes de ordem maior, desde
que suponhamos que a solucao satisfaz as condigdes do Corolario
para o valor apropriado de n.

Observe que o polindmio as? + bs + ¢, no denominador
da fracdo a direita do sinal da igualdade na equagdo 3.10 ¢
precisamente o polindmio caracteristico associado a 3.8. Como a
expansdo de Y(s) em fragdes parciais para determinar ¢(t)
necessita de fatoragdo desse polindbmio, a utilizagdo da
transformada de Laplace ndo evita a necessidade de se encontrar
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as raizes da equacdo caracteristica. Para equagdes de ordem maior
do que dois, pode ser um problema algébrico dificil,
especialmente se as raizes forem irracionais complexas.

A dificuldade maior que ocorre ao se resolver um
problema de valor inicial pela técnica da transformada esta na
determinagdo da funcdo y = ¢ (t) correspondente a transformada
Y (s). Esse problema ¢ conhecido como problema da inversdo da
transformada de Laplace, ¢p(t) ¢ chamada a transformada inversa
correspondente a Y (s) e o processo de encontrar ¢p(t) a partir de
Y(s) é conhecido como inverter a transformada. Usamos,
também, a notagdo L~ !{Y(s)} para denotar a transformada
inversa de Y (s). Existe uma féormula geral para a transformada de
Laplace inversa, mas ela precisa de familiaridade com a teoria de
fungdes de uma variavel complexa, e ndo vamos considera-la
aqui. No entanto, ainda ¢é possivel desenvolver muitas
propriedades importantes da transformada de Laplace e resolver
muitos problemas interessantes sem utilizar variaveis complexas.

Ao resolver o problema de valor inicial, ndo consideramos
o problema da possivel existéncia de outras fungdes, além da dada
pela equacao 3.5 que também tenham a transformada 3.7.

Pode-se mostrar que se f e g sdo fungdes continuas com
a mesma transformada de Laplace, entdo f ¢ g sdo idénticas. Por
outro lado, se f e g sdo seccionalmente continuas, elas podem
deferir em um ou mais pontos de descontinuidade e ainda terem
a mesma transformada de Laplace. Essa falta de unicidade da
transforada de Laplace inversa para funcdes seccionalmente
continuas, ndo tem importancia pratica nas aplicacdes.

Entdo existe, essencialmente, uma bije¢cdo entre as
funcdes e suas transformadas de Laplace. Esse fato sugere a
compilacdo de uma tabela, que fornece as transformadas das
fungdes encontradas com mais frequéncia e vice-versa. As
funcdes na segunda coluna da Tabela 3.1 sdo as transformadas
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das funcdes na primeira coluna. Talvez mais importantes que as
fungdes na primeira coluna sdo as transformadas inversas na
segunda coluna. Assim por exemplo, se a transformada da
solugdo de uma equagdo diferencial é conhecida, a solu¢iao pode
ser encontrada, muitas vezes, olhando-se simplesmente na tabela.

Tabela 3.1 — Transformadas de Laplace e Transformadas Inversas

f@) =L {F(s)} F(s) = L{f (1)}
1
1. 1 2 o0
s
2 eat 1
s>a
s—a
n. = Tl!
3. t:n il >0
. . .. S
inteiro positivo
4. tP;p>—1 F'(p+1)
STLT s>0
5. senat a
g s>o0
6. cosat S
o s>o0
a
7. senh at e s> |al
S
8. cosh at P s> |af
9. e™ senbt b c>q
(s —a)? + b?
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10. e? cos bt s—a

(s —a)? + b? §>a

Fonte: Boyce e Diprima (2013, p.248).

Transformadas e transformadas inversas também podem
ser encontradas através da utilizacdo de sistemas algébricos
computacionais.

Com frequéncia, uma transformada de Laplace F(s) pode
ser expressa como uma soma de diversas parcelas.

F(s) = Fi(s) + Fo(s) + -+ Fy(s)

Suponha que f;(t) = LTH{F1 ()}, ..., fo () = LTHE(5)}:
Entdo a func¢ao

f@®) =fi®) + -+ fo()

tem transformada de Laplace F(s). Pela unicidade enunciada
anteriormente, ndo existe outra fungdo continua f tendo a mesma
transformada. Assim

LHF(s)} = LHF()} + -+ LHF, ()}

ou seja, a transformada de Laplace inversa também ¢ um operador
linear.

E conveniente, em muitos problemas, usar essa
propriedade decompondo uma transformada de uma soma de
fungdes cujas transformadas inversas ja sdo conhecidas ou podem
ser encontradas em uma tabela. Expansdes em fragdes parciais
sdo particularmente Uteis nesse contexto, e um resultado geral
cobrindo muitos casos.
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Exemplo 9: Encontre a solucdo da equagdo diferencial
y'" +y' =sin(2t)
satisfazendo as condigdes iniciais
y@=2 y0=1

Vamos supor que este problema de valor inicial tem uma
solugdo y = ¢(t) com duas primeiras derivadas satisfazendo as
condigoes do Corolario 3.1. Entao calculando a transformada de
Laplace da equagao diferencial, temos

s?Y(s) —sy(0) —y'(0) + Y(s) = 2+ 4

onde a transformada de sin(2t) foi obtida da Tabela 3.1.
Substituindo y(0) e y'(0) pelos valores dados nas condigdes
iniciais e resolvendo para Y (s), obtemos

253 +524+8s+6
(s2+1)(s?+4)

Y(s) =

Usando fracdes parciais, podemos escrever Y (s) na forma

as+b+cs+d
s24+1 s2+4

_(as+ D)+ ) + (es+d)(s* +1)
a (s2+1)(s%2+4)
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Expandindo o numerador da fra¢do 4 direita do segundo
sinal de igualdade e igualando ao numerador na equagdo acima,
encontramos

2s3+s2+8s+6=(a+c)s>+(b+d)s?+ (4a+c)s
+(4b + d)

para todo s. Entdo, comparando os coeficientes de mesma
poténcia de s, temosa+c=2;b+d =1;4a+c=8¢e4b+
d==6.

. 5 2
Em consequéncia,a = 2,c =0,b = 3¢ d= -5 donde

2s 5/3  2/3

Y(S)zsz+1+sz+1_sz+4
Da tabela 3.1, a solucdo do problema de valor inicial dado

5 1
y = ¢(t) =2cos(t) + §sin(t) - §sin(2t)
Exemplo 10: Encontre a solugdo do problema de valor inicial

y'—y=0
sujeito a:

y©0) =0, »(©0=1 y"(0)=0 y"(0)=0
Neste problema, precisamos supor que a solugdo y =

¢(t) satisfaga as condigdes do Coroldrio 3.1 para n =4. A
transformada de Laplace da equacdo diferencial ¢

sY(s) — s%y(0) — s?y'(0) — sy"(0) = y"'(0) = Y(s) = 0
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Entdo, usando as condicdes iniciais, e resolvendo para
Y (s), temos

SZ

st—1

y(s) =

Uma expansao para fracdes parciais de Y (s) ¢

y _as+b+cs+d
(5)—52_1 s2+1

e segue que
(as+b)(s"2+ 1)+ (cs+d)(s"2—1) =s"2

para todo s. Fazendo s = 1 e s = —1, respectivamente, obtemos
o par de equagdes

2(@+b)=1, 2(—a+b)=1

e portanto, a = 0 e b = 1/2. Se fizermos s = 0, entdo b —d =
0, de modo que d = 1/2. Finalmente, igualando as parcelas
contando as poténcias cubicas nos dois lados da equacio,
encontramos que a + ¢ = 0, e logo, ¢ = 0. Assim

1 1
_ 2 2
Y(S)_52—1+52+1

e, da Tabela 3.1, a solu¢ao do Problema de Valor Inicial é

sinh(t) + sin(t)
2

y=¢@) =

[67]



Referéncias

BOYCE, William. E; DIPRIMA, Richard C. Equacées
Diferenciais Elementares e problemas de valores de
contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2013.

SOTOMAYOR, J. Licoes de Equacdes Diferenciais
Ordinarias. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, 1979.

[681]



A UTILIZACAO DE SOFTWARES NO CALCULO DE
VOLUMES DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

Cristiane Machado Pereira Felicio!!
Introducio

Este artigo propde um experimento para os académicos do
curso de Licenciatura em Matematica, vivenciado na disciplina
de Introdugdo a Analise Real, tendo a finalidade de apresentar
uma atividade envolvendo alguns conceitos do volume de solidos
de revolucdo e uma aplicagdo pratica de integrais definidas.

A proposta foi que os estudantes participassem
efetivamente da apresentagdo da pratica. No primeiro momento
foram apresentados os conceitos de volume para um soélido de
revolugdo em torno do eixo x e y e de um s6lido qualquer.

No cotidiano de nossas atividades académicas nos
deparamos com intimeras defini¢cdes e demonstracdes que geram
situacdes onde nos questionamos sobre a importidncia em
aprender certos conteudos e qual a sua aplicagdo, nem sempre
conseguindo encontrar uma resposta.

Visando oportunizar uma abordagem diferenciada para o
ensino de solidos de revolucao, durante o desenvolvimento e a
execucdo das atividades, os académicos transformaram os
conceitos aprendidos em um experimento pratico.

Neste trabalho se almeja mostrar que além da
aplicabilidade de integrais definidas, ¢ necessario romper com a
forma conservadora de ensinar esses conceitos, € também, com o
auxilio tecnolégico pode-se desfrutar o uso de softwares.

'l Ex-Académica do Instituto Federal Catarinense — Campus Camborit;
cristianemachadop@hotmail.com.
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Apresentacio do Tema

Os computadores estdo sendo introduzidos de forma cada
vez mais frequente em todos os niveis da educagdo. Sua utilizagao
no ensino superior pode ter varias finalidades, tais como: fonte de
informacao; auxilio no processo de constru¢do de conhecimento;
um meio para desenvolver autonomia pelo uso de softwares que
possibilitem pensar, refletir e criar solugdes.

Para esta aplicagdo foram utilizados trés softwares livres:
o Winplot, o Graph e o Dev C++.

O software Winplot foi utilizado para que os académicos
visualizem o seu sélido em trés dimensdes. Segundo Silva
(2012.p 193):

O software Winplot ¢ um excelente programa
grafico, desenvolvido e administrado pelo
professor Richard Parris, da Philips Exeter
Academy. Trata-se de wum programa
inteiramente gratuito e interativo, que facilita
o estudo de fungodes, simples de usar, pois
aceita as funcdes matematica de modo
natural, utiliza pouca memdria ¢ dispoe de
outros varios recursos. Apresentando um
dinamismo que contribui significativamente
para o ensino de fungdes.

O software Dev-C++ foi utilizado para calcular o volume
do solido de revolugao. O Dev-C++ engloba num tnico aplicativo
todas as ferramentas necessarias para programar em C/C++. O
pacote compde um ambiente completo de desenvolvimento para
a criacdo, debug e compilagdo do codigo de programagao.

A aparéncia do Dev-C++ segue a tradi¢dao dos programas
do género. A maior por¢ao da tela esta disponivel para a edicao
de texto.
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O software Graph foi utilizado no experimento para
encontrar a curva de contorno. A interface do aplicativo ¢ muito
simples e disponibiliza botdes para realizar operagdes basicas
com apenas um clique. O Graph trabalha com fungdes padrao,
paramétricas e polares.

Conceitos

Volume de solido obtido pela rotagdo em torno do eixo x, de um
conjunto A

Seja f continua em [a, b] com f(x) = 0, em [a, b] seja B
o conjunto obtido pela rota¢dao, em torno do eixo x, do conjunto
A do plano limitado pelas retas x = a e x = b pelo eixo x e pelo
grafico de y = f (x). Estamos interessados em definir o volume
de V em B.

Figura 4.1 - Rotacdo em torno do eixo x

Fonte: Guidorizzi (2010).
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Seja P=a=x<x;<x, < <xi_1<x <<

Xn = b uma parti¢do de [a, b] e, respectivamente, ¢; € ¢;, pontos
de minimo e de maximo de f em [x;_q,x; |. Na figura 4.1 ¢; =
Xi—1 € C¢;, = x . Temos:

7[f (¢;)]?A x; = Volume do cilindro de altura A x; e base
de raio f(c;)$ (cilindro de “dentro”);

71[ f (ciz)]zA x; = Volume do cilindro de altura Ax; e base
de raio f (¢;,) (cilindro de “fora”).

Logo a defini¢ao do volume de V devera implicar

n

[f(c;)]?Ax; < Volume < Zn[f(ciz)]zAxi

n
i=1 i=1

Para toda particdo P de [a,b]. Para maxAx; — 0, as

somas de Riemenn que comparecem nas desigualdades tendem a
V= f: 7[f (x)]?dx, deste modo o volume V de B ¢ definido por:

V= f:n[f(x)]zdx ouV = f;nyzdx, ondey = f (x).

Volume de um solido qualquer

b e
Temos que V = [ 'my*dx ¢éa formula que nos fornece o

volume do solido de revolugdo obtido pela rota¢do, em torno do
eixo x, do conjunto A={(x,y) € RZ|la<x<bh0<y<
f(x)}. Observe que A(x) = m[f(x)]? é a 4rea da interse¢do do
solido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto
de abcissa x.
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Figura 4.2 - Sélido de Revolucio

Fonte: Guidorizzi (2010).

Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser
colocado na forma

b
V= nf A(x)dx

Seja, agora, B um soélido qualquer, ndo necessariamente
de revolugdo e seja x um eixo escolhido arbitrariamente.
Suponhamos que o sélido esteja compreendido entre dois planos
perpendiculares a x, que interceptem o €ixo x em X = a € em
x = b. Seja A(x) a area da interse¢do do s6lido com o plano
perpendicular a x no ponto de abcissa x. Suponhamos que a
fungdo A(x) seja integravel em [a, b]. Definimos, entdo, o
volume do sélido por

b
Vznf y2dx
a
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Aplicagao

A proposta desta aplicacdo, consiste em realizar o calculo
do volume, através da rotagdo de uma curva representativa de
contorno do mesmo, girando-o em torno de um eixo fixo. Para a
realizacdo deste experimento, escolheu-se uma embalagem,
possivel de ser medida em seu didmetro e sua altura conforme
Figura 4.3.

Figura 4.3 - Solido escolhido — embalagem de fermento

Fonte: Kraisig (2014)

Na sequéncia os estudantes realizam as medidas,
utilizando para isso o paquimetro. Durante a atividade foram
necessarios trés softwares: Graph, Winplot e o Dev-C++, o Graph
foi utilizado para a obtencdo da curva de contorno mais adequada,
enquanto o Winplot mostrou o sélido, o Dev-C++ o calculo do
volume através da integral definida.
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Curva de Contorno

Com utilizagdo do paquimetro ¢ de uma fita métrica os
académicos obtiveram a medida do solido escolhido, ¢ a cada
meio centimetro de altura eles encontraram a medida do didmetro,
determinando o raio em cada uma destas alturas. Para obter
melhor precisdo, as medi¢des foram realizadas pelo menos duas
vezes.

A seguir os resultados dessas medi¢des foram organizados
em tabelas. Foram obtidos 12 pontos do 0 ao 5,5. A Tabela 4.1
destaca a sintese dos resultados coletados.

Tabela 4.1 - Medidas do Objeto

Altura (cm) Diametro (cm) Raio (cm)
0 5,55 2,77
0,5 5,42 2,71
1 5,30 2,65
1,5 4,80 2,40
2 4,89 2,44
2,5 491 2,45

Fonte: Registro da autora.

Com os dados ja registrados, o proximo passo foi
determinar a curva de contorno mais adequada para o solido.

Para encontrar a curva de contorno, foi necessario o uso
de um software que permite a escolha da curva de contorno que
melhor descrevesse os dados obtidos nas medig¢des, apresentando
o modelo matematico que determina esta curva. Os participantes
constataram que geralmente estes modelos apresentam
coeficientes ndo exatos, tornando-se bastante trabalhoso obté-los
manualmente.
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O software Graph foi utilizado para encontrar a curva de
contorno que melhor descreve os dados obtidos nas medigoes e,
que apresente a funcdo que determina esta curva.

Figura 4.4 - Insercio dos pontos
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Fonte: Kraisig (2014)

No Software Graph foram inseridos os dados do sélido e,
para isso, os académicos seguiram 0s seguintes passos: acessar o
menu Fungdo; marcar Inserir Série de Pontos; e, seguir as
orientacdes que sdo apresentadas pelo software, que indica onde
deverao ser digitados os dados do solido.

Estabeleceu-se a “varidvel x” representativa da altura e,
“y a variavel” representativa do raio. O software Graph foi
utilizado para encontrar a curva de contorno que melhor descreve
os dados obtidos nas medicdes e, que apresente a fungdo que
determina esta curva. Apoés inserir as informagdes referentes as
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medidas encontradas no solido e clicar em “OK”, aparecera na
tela a distribuicao dos pontos conforme a Figura 4.5.

Figura 4.5 — Curva de Contorno
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Fonte: Dados Primarios (:2016).

Para realizar a escolha da curva de contorno deve-se
acessar o menu do software em Funcao e escolher a op¢ao Inserir
linha de tendéncia. Neste momento realizou-se uma discussao
sobre o tipo de curva que deveria ser escolhida de forma que,
melhor representasse os dados do solido desejado.

Neste caso, a curva escolhida foi a polinomial de ordem
seis, pois ¢ facil perceber que a distribuicdo dos pontos se
assemelha a uma curva representativa de uma funcdo de sexta
ordem. Uma académica sugeriu ao grupo para utilizar uma curva
exponencial, sendo aceito por todos; porém, observou-se por
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meio do software que ndo seria vidvel, porque a curva
exponencial ndo era compativel com a curva do objeto.

A escolha e a determinag@o do modelo a partir do software
se tornam bastante rapida e eficiente, podendo ser alterada
quantas vezes for necessario, até chegar ao melhor modelo. Essa
linha de tendéncia gerou a seguinte fungdo f(x) =

—0.00050980392x° + 0.015226244x> — 0.14840875x* +
0.60920489x3 — 0.99289577x2 + 0.33745518x +
2.7117251.

Calculo do volume

Para o calculo do volume do so6lido considerou-se que a
regido limitada entre a curva e o intervalo de “0 a 5,5” faz uma
revolugdo em torno de um eixo fixo, neste caso o eixo x. Deste
modo, o volume do sélido gerado foi calculado pela equagdo

5,5
Ven f [F (0)]2dx
0

onde f(x) ¢ a funcdo encontrada no software Graph e o intervalo
de integracdao [0;5,5] foi determinado nas medi¢des que
corresponde a altura considerada no objeto. O software Winplot
gera a curva de contorno a partir da f(x), e também possibilita
gerar a superficie de revolu¢do, mostrando com boa aproximacao
o formato do sélido como estd sendo mostrado na Figura 4.6.
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Figura 4.6 — Solido no software Wimplot
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Fonte: Dados Primarios (2016).

Para calcular o volume do solido de revolugao foi
utilizado o software Dev-C++;

neste software, utilizamos um

algoritmo como mostra na Figura 4.7.
Figura 4.7 — Sélido no software Wimplot
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Para marcar o intervalo de integracdo, utilizou-se o
intervalo de “0 a 5,5” conforme mostra a Figura 4.8.

Figura 4.8 — Algoritmo compilado

B ChUsers\Cristiane\Downloads\sSimpson.exe

Entre o valor de a %)

Entre o valor de b

Entre numero de pontos 12
Integral = 113.668404

Fonte: Dados Primarios (2016).

O volume do solido foi calculado através da resolugdo da
integral. Utilizando o software encontramos um volume de
113.66 cm3, como a f(x) é um polindmio de sexto grau, pode-
se também calcular manualmente o volume do sélido.

Consideracoes Finais

Independentemente da atividade que realiza, o que move
o homem sdo as necessidades, e elas so se efetivam quando ao
encontrarem sua determinacao no objeto, tornam-se 0s motivos
que o impulsionam.

Ao considerar que o objeto da pratica pedagdgica deve ser
a transformacdo do individuo no processo de apropriagdo dos
conhecimentos e saberes construidos por um coletivo, atenta-se
para a pratica do professor buscando compreender quais as
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necessidades ‘da disciplina / do contetido / do estudante’ ele tem
procurado satisfazer.

Tendo esta preocupacdo, no desenvolvimento do trabalho
existiu a motivacdo para a aprendizagem dos participantes,
considerando a importancia da atividade e participacdo de
envolvidos. A atividade proporcionou um ambiente de estudo
mais atraente, sendo vivenciada a aproximacdo do arcabougo
tedrico com a vivéncia pratica, seguindo todas as etapas para a
obtencao dos dados finais.

O célculo da integral para muitos académicos dos tltimos
periodos do curso ja ndo ¢ tdo complexo como para os iniciantes,
o que dificulta a aprendizagem muitas vezes sdo situagoes
problemas onde o académico tem que visualizar s6lidos em trés
dimensdes desenhados no quadro, sem utilizar a tecnologia (os
softwares).

Segundo Kraisig (2014) ¢ importante a realizagdo de
atividades como essas, para construir juntamente com o0s
académicos conceitos matematicos ou simplesmente relembra-
los. Atividades como esta, fazem com que os estudantes
consigam perceber que uma situagdo matematica vai além do
caderno e encontra aplicabilidade em situagdes que a requerem.

Enfim, este trabalho se mostrou eficiente tanto no
desenvolvimento do conteido como para mostrar a sua real
importancia.
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EQUACOES DIFERENCIAS PARCIAIS - PROBLEMAS
DE AUTOVALORES - SERIES DE FOURIER

Filomena Teruko Tamashiro Arakaki'?
Equacdées Diferenciais Parciais

Problemas de Valores de Contorno para Fronteiras com Dois
Pontos

Muitas aplicagdes das EDP sdo lidadas com regides
limitadas que levam a um problema misto, ou seja, de valor inicial
e de contorno.

A seguinte equacdo diferencial ¢ um exemplo de equagao
parcial de problema de valores iniciais com condigdes
apropriadas e um ponto dado.

y'+p@®)y' +q@)y =g() (5.1)

com condig¢des iniciais

y(to) = Yo y'(to) =y (5.2)

As condi¢cdes chamadas condigdes de contorno sao
problemas cujo valor da varidvel dependente y ou de sua derivada
¢ especificado em dois pontos diferentes, distinguindo das
condig¢des iniciais anteriormente especificadas.

Exemplo de equacdo diferencial.

y'+p@)y' +qx)y =gx) (5.3)

12 Ex-Académica do Instituto Federal Catarinense — Campus Camborit;
filoteko@hotmail.com.
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com condi¢des de contorno

y(a) =y, y(B) =y (54

Na aplicagdo fisica, utiliza-se x em vez de t, como uma
coordenada espacial (varidvel independente) apresentada nas
equagdes 5.3 ¢ 5.4.

Para solucionar o problema de valores de contorno 5.3 ¢
5.4 ¢ necessario encontrarmos uma funcdo y = ¢(x) que
satisfaca a equacdo diferencial 5.3 no intervalo @ < x < f§ e que
assuma os valores especificados em y, e y_1.

Normalmente procura-se a solucdo geral da equagdo
diferencial e em seguida, as condicdes de contorno para
determinar os valores das constantes arbitrarias.

Problemas de valores de contorno podem ser postos tanto
em equagdes diferenciais ndo lineares como lineares. Uma
classificagdo importante nas lineares € se elas sio homogéneas ou
ndo. E dita homogénea quando a fungio g(x) for igual a zero, ou
seja, valor nulo para todo x e os valores y, € y; também nulos.

Apesar da semelhanca entre os problemas de valor inicial
e de contorno, elas se diferenciam em relagdo as suas solugoes.
Sob as mesmas condicdes fisicas, os problemas de valor inicial
apresentam uma unica solugcdo enquanto que, os de contorno
podem ter uma unica solugdo como nao ter e ter uma infinidade
de solugdes, assemelhando as equagdes algébricas lineares.

Exemplo 1:
y'+2y =20 y(0) =1 y(m) =0

Resolucio: Substituindo a equagao diferencial por uma equacao
caracteristica encontramos as raizes:
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m?>+2=0
m, = V2i m, = —V2i
Assim a solu¢do geral da equagdo diferencial é:
y=0q cos(\/ix) +c, sin(\/fx)

Paray = 1, temos

1 = ¢ cos(0)+ c,sin(0)
I = - M+c-(0)
C1 S 1

Para y(mr) = 0, temos
0 = ¢ cos(V2r) + c, sin(v2m)
0 = 1cos(V2m) + ¢, sin(v2m)
—cos(V2m) = ¢, sin(v2m)
¢ = —cot(vV2m) =—0,2762

Para satisfazer a primeira condi¢do de contorno c¢; deve
ser igual a 1 e a segunda condi¢gdo de contorno, ¢, =

— cot(ﬁn) =—0,2762.
Logo, a solugdo do problema de valores de contorno é:

y = cos(V2m) - cot(V2r) sin(vV2r)
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Este ¢ um caso de problema de valores de contorno nao
homogéneo com uma Unica solugao.

Exemplo 2:
y+y =0 y©@) =1 y@m=a

Resolucio: Utilizando uma equacdo caracteristica encontramos
as seguintes raizes:

m>+1=0

A solugdo da equacao diferencial é:
y = ¢; cos(x) + ¢, sin(x)

Para y(0) = 1, temos

1 = ¢ cos(0)+ c,sin(0)
1 = ¢-(D+ce-(0)
Cl = 1

Para y(m) = a, temos

a = ¢ cos(m) + c,sin(m)
a = ¢ (=1D+c-(0)
Cl = —a
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Na primeira condi¢do de contorno temos que ¢; = 1 e na
segunda condi¢do, ¢; = —a. As duas condi¢des sobre ¢; sdo
incompativeis se a # —1, neste caso o problema nao tem solugao.
Se a = —1, ambas as condicdes sdo satisfeitas, independente do
valor de c,. Neste caso existe uma infinidade de solucdes, onde
¢, permanece arbitrario. Este problema de valores de contorno
ndo homogéneo ilustra que pode nado ter solucdo, como em
condig¢des especiais pode ter infinidade de solucdes.

Exemplo 3:
y'+2y=0 y(0) =0 y(@) =0

Resolucio: Utilizando uma equacgao caracteristica encontramos
as seguintes raizes

m?2+2=0

my = V2i m, = —V2i
Assim, a solugdo geral da equacdo diferencial é:

y=c cos(\/ix) + ¢, sin(v2x)
Para y(0) = 0, temos

0 = ¢ cos(V2:0)+c,sin(v2-0)

0 = ¢ -(D)+c-(0)

cg = 1

Para y(mr) = 0, temos
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0 = ¢ cos(vV2m) + ¢, sin(v2m)

0 0 cos(V2m) + ¢, sin(V2nm)

c,sin(vV2m) = 0

A solugdo geral da equacao diferencial é y = 0.

A primeira condi¢do de contorno deve ser ¢c; =0 e a
segunda, c, sin(\/in) = 0. Como sin(\/fn) # 0 (sin(\/fn) =
0,0774), entdo c, = 0. Portanto, y = 0, para todo x. ¢ a Gnica
solucdo do problema, desta forma confirmamos que um problema
de valores de contorno homogéneo pode ter somente a solucao
trivial y = 0.

Exemplo 3:
y'+y=0 y(0)=0 y(m)=0

Resolugcdo - Utilizando uma equacdo caracteristica
encontramos as seguintes raizes

m>+1=0
m; =1i m, = —i
A solugdo geral da equagao diferencial é
Yy = ¢4 cos(x) + ¢, sin(x).
Para y(0) = 0, temos

0 = ¢4 cos(0) + ¢, sin(0)
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0=c-(1)+c;-(0)
C1 == 0
Para y(m) = 0, temos
0 = ¢, cos(m) + ¢, sin(m)
0=0-(—1) + ¢, sin(m)
¢, sin(m) =0
Logo, a solucao do problema de valores de contorno ¢
Yy = ¢, sin(m).
Na primeira condi¢do de contorno ¢; = 0 e na segunda,
como sin(m) =0 a condigdo de contorno ¢ satisfeita

independente do valor de c,. Um exemplo de problema de valores
de contorno homogéneo que pode ter uma infinidade de solugdes.

Problemas de Autovalores
Revendo a equagao matricial
Ax =1x

nota-se que, tem solugdo x = 0 para todo valor de A, mas para
determinados valores de A, autovalores, existem valores nao
nulos chamados de autovetores.

Considerando a equagdo diferencial

y'+dy=0

e as condi¢oes de contorno
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y(0)=0 y(m) =0

Esse problema se assemelha ao Exemplo 3 se 4 = 2,
tendo como soluc¢do apenas trivial y = 0, e ao Exemplo 4, se A =
1 tendo outras solu¢des nao nulas. Os valores de 4, para solugdes
ndo triviais, sdo chamadas de autovalores e as solu¢des nao
triviais, de autofungdes. Assim, A =1 ¢ um autovalor do
problema, enquanto que A = 2 ndo. Qualquer multiplo ndo nulo
de sin(m) ¢ uma autofuncdo correspondente ao autovalor 4 = 1.

Para encontrarmos os autovalores ¢ autofuncdes do

problema genérico, vamos considerar os casos emque A > 0,4 =
0eld<O.

Caso A > 0: A fim de evitar raizes quadradas, substituiremos A
por u?. Assim

Y'+uty=0

Utilizando uma equagdo caracteristica encontramos as
seguintes raizes

o =iu r, = —iu
A solugdo geral da equacdo diferencial é
Yy = ¢4 cos(u x) + ¢, sin(u x)
Paray (0) = 0, temos

0= cycos(u-0)+c,sin(u-0)
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cg =0
Para y () = 0, temos
0 = cq cos(um) + ¢y sin(um)
0=0-cos(um) + c,sin(u )
cysin(um) =0

Para encontrarmos solu¢des ndo triviais, precisamos de
¢, # 0, e como sin(mr) = 0 ¢ em todos os multiplos inteiros de 7,
temos que encontrar valores para ¢ que mantenha sin(ur) = 0,
sendo assim podemos escolher qualquer u inteiro (positivo). Os
valores correspondentes de 4 sdo os quadrados dos inteiros
positivos

Al = 1,/12 = 4,/13 == 9,...,2,71_ s nz,...

e sao os autovalores do problema. As autofungdes sao dadas pela
equacdo y =cycos(ux)+cysin(ux) com ¢4 =0 e os
multiplos de sin(nx) para n = 1,2,3,... a constante ¢, nunca
esta determinada, tanto que as autofungdes estdo determinadas a
apenas uma constante multiplicativa arbitrdria, como os
autovetores do problema matricial. Escolhe-se, a constante
multiplicativa arbitraria como sendo 1 e escreve-se as
autofungdes como

y1(1) = sin(x), y,(2) = sin(2x), ..., y,(n) = sin(nx), ...

e os maultiplos dessas fungdes também sdo autofungdes.
Resumidamente este problema possui uma sequéncia infinita de
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autovalores positivos A, = n? para n=1,2,3,.. e as
autofungdes correspondentes sdo proporcionais a sin(nx).

Observacao: uma matriz com coeficientes reais pode ter
autovalores complexos.

Caso A < 0: Temos A = —u? e a equacio fica:
y'—uly =0

Utilizando uma equagdo caracteristica encontramos as
seguintes raizes

A solugdo geral ¢
y = c¢g cosh(u x) + ¢, sinh(u x)

As fungdes hiperbolicas cosh(u x) e sinh(u x) foram
escolhidas em vez da e** e e™** por conveniéncia no calculo das
condig¢des de contorno. Na primeira condi¢ao de contornoc; = 0
e a segunda, c,sinh(um) =0 e como u # 0 segue que,
sinh(u x) # 0 portanto, ¢; = 0. Logo y =0 e ndo existem
solucdes nado triviais quando A <0, o problema nao tem
autovalores negativos.

Caso A =0:

a solucdo geral
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y=Cx+cCy

As condi¢des de contorno s6 podem ser satisfeitas se ¢; =
0 e c; = 08, neste caso so existe a solugdo trivial y = 0, ou seja,
A = 0 ndo é um autovalor.

Séries de Fourier

O foco principal do trabalho do matematico francés
Joseph Fourier (1768-1830) era a hipotese fundamental de que
uma funcdo pode ser representada por uma série, cuja parcela
desta série ¢ uma combinagdo linear de fungdes trigonométricas
seno e cosseno, nas quais os coeficientes sdo chamados de
coeficientes de Fourier. A partir desta teoria Fourier desenvolveu
técnicas de resolugdo de problemas de contorno na condugdo de
calor.

Os fendmenos estudados na série de Fourier devem ter
comportamento ondulatério e sua aplicabilidade compreende um
maior nimero de fendmenos fisicos.

A fun¢do que representa a série de Fourier pode ter
defini¢cOes distintas em intervalos distintos ¢ a derivada nem
mesmo existir para a funcdo original f(t) que representa o
fendmeno ondulatorio.

As séries de Fourier sdo analogas as séries de Taylor no
quesito de que ambas fornecem uma maneira de expressar
fungdes complexas em termos de certas fungdes elementares
familiares, elas representam fungdes como séries infinitas de seno
€ cosseno.

Vejamos a série da forma

ao N i mmx b si mmx )
— a cos sin
2 LN T

m=1
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Os termos ag, a,, € b,, sdo os coeficientes, nimeros que
variam dependendo da funcdo que queremos representar. O m
vem do indice da série, presente tanto no seno como no cosseno.
Fazendo m = 1, 2, 3, ... encontramos os termos do somatorio. O

. . fe g Qo
primeiro termo da série € representado por — em vez de ay.

Como nas Séries de Taylor, a variavel x esta dentro do somatdrio,
pois a f(x) esta escrita em forma de série. O elemento L faz parte
do periodo da func¢do que queremos representar, ou seja, a funcao
que se repete a cada periodo.

Periodicidade das Fungoes Seno e Cosseno

Nas Séries de Fourier € necessario desenvolver algumas
propriedades das fungdes trigonométricas como sin(mmx/L) e
cos(mnx/L), onde m ¢é um numero positivo. Uma Fungdo
periddica ¢ aquela fungdo que se repete a cada periodo, onde T >
0 se o dominio de f contém x + T, que pode ser definida como
qualquer fun¢do desde que f(x) = f(x+T) para todo x e
portanto, 2T como qualquer multiplo de T também ¢ um periodo
de f. Periodo fundamental da fun¢do ¢ o menor valor de T que
satisfaz a expressdao f(x) = f(x +T). Uma fungdo constante
pode ser considerada periddica com qualquer periodo, mas nao
tem periodo fundamental.
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Figura 5.1 — Funcéo seno, sin x = sin(x + 2m), que se repete a
cada intervalo 21 de x.
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Fonte: Elaborado pela Autora.

Quando f e g sdo duas fungdes periddicas com periodo
comum T, seu produto f - g e qualquer combinagao linear, ¢; f +
c, g, também sdo periddicos com periodo T.

Fx+T)=cif(x+T)+c9(x+T) =cif(x) +c9(x) =F(x)

. ;. . mmnx
Analisando as Séries de Fourier encontramos cos -

substituindo x por (x + 2L) temos

mm(x + 2L) mmx mrmx

cosf = COoS + 2mm = cos

O mesmo ocorre com 0 Seno:

- mmu(x + 2L) . mmx . mmx
smf = sin + 2mm = sin

mmx .. mmnx ~ ~ ,
Portanto cos — esin—.,m = 1,2,3, ... sdo fungdes de periodo

2L . A ,
fundamental T = —, mas sin(x) e cos(x) tém periodo
fundamental 27 e sin(ax) e cos(ax) tem periodo fundamental

. mrm , . mmnx mnx
2n/a. Definindo a = -0 periodo T de sin (T) € cos (T)
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. 2ml 2L e 4
¢ dado por T = — =, € como todo multiplo inteiro de um

’ r r ’ ~ . mmx
periodo também ¢ um periodo, cada uma das fungdes sin (T)

mmnx s ro:
€ COS T tem um perlodo comum. Como a série envolve a

soma desses termos (combinacdo linear), a funcdo representada
também ¢ 2L — periodica.

Ortogonalidade das Fungoes Seno e Cosseno

Para expor a segunda propriedade das fungdes de
. mmnx mnx .
sin (T) e cos (T) deve-se relembrar o conceito de

ortogonalidade de vetores. O produto interno usuais < u, v > de
duas fungdes reais u e v no intervalo a < x < 8 ¢ definido por

B
<u,v >=f u(x)v(x)dx

as fungdes u e v sdo ditas ortogonais em a < x < [ se seu
produto interno for nulo, ou seja, se

B
f u(x)v(x)dx =0

a
Um conjunto de fungdes ¢ um conjunto ortogonal se
distintos pares de funcgdes pertencentes ao conjunto sao
. ~ . mmnx mmnx
ortogonais. As fung¢des sin (T) € CoS (T)’ m=1,2,..,

formam um conjunto ortogonal de fun¢des no intervalo —L <
x < L e satisfazem as seguintes relagdes de ortogonalidade

L mmx nmx _(0Om#n
1) j_Lcos( )cos( )dx—{

L L Lm=n
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2) f_LL cos (mzrx) sin (nLLx) dx = 0,paratodo m,n

Se m = n, entdo a integral deve ser calculada da seguinte
maneira

j-_LL cos (mfx) cos (nLLx) dx = J‘_LL [cos (nLLx)]Z dx

. nmwx nm L
Sejau=—=du =—dx =>dx =—du
L L nm

L
= f cos?u—du
nm

L
= —f cos?u du
nm

_ L (1 +1 (2 )
=—(zu 4sm( u)
_ L 1nnx+1 _ (Znnx)]L
“arlzr T\,
L 1n7TL+1 _ ( nnL) 1nn(—=L) 1 . (Znn(—L))
Tamlz L a\CTL) T2 L T4 L
L nn+1.(2 )_I_nn]
= |7 *3sinZnr >
L
=—(nn) =1L
nm

[97]



L
3) f_L sin (mfx) sin (mzx) dx = {2:$ i Z

Por meio da integragdo direta pode-se também obter os
resultados

- % j_ LL [cos (_(m —Ln)nx> — cos <—(m +Ln)7tx>l dx
j‘ I <(m n)nx/L> <(m+n)rrx/L>lL
sin | ———— =0
m+n i,

desde que m + n e m — n sejam diferentes de zero (m e n sdo
positivos), m +n # 0.

As Formulas de Euler-Fourier

Supondo que a série seguinte converge, a soma chamar-
se-a de f(x)

(0]

mrmx )

f&x) =

70 + am cos + b, sin

m=1
Como consequéncia das condi¢des de ortogonalidade (1),
(2) e (3) podemos encontrar a relagdo entre os coeficientes a,,,
b,, e f(x) multiplicando a equagdo anterior por cos (%), onde

n ¢ um inteiro positivo fixo (n > 0) e integrando em relagdo a x
de —L a L e supondo que a série possa ser integrada termo a
termo, temos:
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f f(x) cos (mzx) dx =

L

_ Qg L nnx d + i f mmnx (nnx))d
=5 _Lcos X am . cos I cos I X

m=1

+ Zl b f_LL (sin mzrx cos (?)) dx

Tendo em vista que n estad fixo e m variando sobre todos
0s numeros inteiros positivos e seguindo as relagdes de
ortogonalidade, o unico nimero ndo nulo, a direita da igualdade
na equagao, ¢ o termo onde m = n no primeiro somatorio. Logo

f f(x)cos( )dx—L a,, n=1,2,3,..

Para determinar a, integramos a equac¢ao de —L a L
obtendo

| LLf(x)dx -

L

(00}
aO mnx
=— dx + Am cos dx
-L

m=1

L

+ i bmf (sin m;lrx) dx
-L

m=1
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Como cada integral, relacionada a wuma fungdo
trigonomeétrica, € zero, assim

f f(x) cos (mrx) dx, n=1273,..

Multiplicando a equagdo por sin(nmx/L), integrando
termo a termo de - L a L e usando as relacdes de ortogonalidade,
obtemos uma expressao semelhante para b,,

f f(x)sm( )dx n=123,.

As duas equagodes sdo conhecidas como as féormulas de
Euler-Fourier para os coeficientes de uma série de Fourier, desde
que a série seja convergente para a f(x) e possa ser integrada
termo a termo.

Exemplos:
1) Seja
0, -3<x<-1
flx) =11, -1<x<1
0, 1<x<3

e suponha que f(x + 6) = f(x)
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Figura 5.2 — Grafico de f(x) do Exemplo 1.
2 -

Fonte: Elaborado pela Autora.

Observe que nos pontos de descontinuidade ndo foi
atribuido valor para f(x),comoem x = —1 e x = 1, isto se deve
pelo fato de que os valores dos coeficientes sdo calculados por
uma integral e os valores dos integrandos em um unico ponto ou
em um numero infinito de pontos ndo interfere no valor da
integral. Nos pontos de descontinuidade os valores dos
coeficientes sdo os mesmos, independentemente dos valores
atribuidos a f(x).

A série de Fourier assume a seguinte forma

nmx )

0 :
f(x)—7+z amcos 3 +b m SIn——

m=1

Como o periodo € 6, L = 3 e os coeficientes sao dados por

[ a3 2

a, = %fi Cos (n73tx) X = [— sin (m;x)] = %sin (n3ix)

-1 -1

[101]



b, = %f_ll sin (n;rx) x = [— cos (n;rx)] =0

-1
n=123,..

Assim, a série de Fourier é

flx) = %i % sin (nBﬂ) cos (nBﬂ)

1 V3 2mx 4mx  Smx
nm 3 3 T3
fx) = §+? cos (?) + cos%— cos%—%+
2) Seja
—x,—2<x<0

f(x)={ x,0<x<?2

e, fx+4) = f(x)

Investigue a velocidade de convergéncia da série e
determine quantos termos sao necessarios para que o erro nao seja

maior do que 0,01 para todo x.

A m-ésima soma parcial dessa série pode ser usada para

aproximar a fun¢ao f.

cos (2n — Dnx
Sm(x) =1 ‘—Z EZn— 1)2 )
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Pela questdo dos coeficientes diminuirem como (2n —
1)2, a série converge rapidamente como demonstra o grafico
seguinte.

Figura 5.3 — Somas Parciais da série de Fourier para a onda
triangular.

L3 1 0.3 03 1 L= 1 15 i is

Fonte: Elaborado pela Autora.

Considerando o erro e,,(x) = f(x) — S;(x) em fungdo
de x para 0 < x < 2, |eg(x)| € maior nos pontos x =0ex = 2,
nos quais o grafico de f(x) apresenta bicos. Nesta regido ¢ mais
dificil a aproximacgao da série da fungdo, o erro € maior para um
dado m.
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Figura 5.4 — Grafico de |eg(x)| em funcéo de x para a onda

triangular

L& \x i
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Fonte: Boyce e Diprima (2013, p.456).

Tabela 5.1 — Valores do erro e,, para a onda triangular

m €nl(2)
2 0,09937
4 0,05040
6 0,03370

10 0,02025

15 0.,01350

20 001013

25 0.00810

Fonte: Boyce e Diprima (2013, p.456).

[104]



A partir dessas informagdes pode-se calcular o nimero de
termos da série que sdo necessarios para se obter um nivel de
maior aproximacao em relagdo a funcao.

Teorema de Convergéncia de Fourier

Supostamente dada uma fun¢do f, sendo periédica com
periodo 2L e integravel no intervalo [—L, L], pode se calcular um
conjunto de coeficientes a,, e b,, pelas equagdes

f f(x) cos( )dx

_ % f " f()sin (55) dx
-L

m=123,..

E construir uma série da forma

70 + i am cos mztx) + b, sin (mzrx))

m=1

A questdo ¢ saber se a série converge para algum valor x
e se sua soma ¢ f(x). Foram descobertas algumas séries de
Fourier correspondentes a uma fungdo f que ndo convergem e
que podem divergir de f(x).

Uma fungdo f ¢ dita seccionalmente continua se em um
intervalo a < x < b se o intervalo pode ser dividido por um
numero finito de pontos a = x5 < x; < *-- X, = b sendo que:
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1) f ¢é continua em cada subintervalo aberto x;_; < x <
Xi+1

2) f tende a um limite finito nas extremidades de cada
subintervalo, quando nos aproximamos dos pontos
extremos de cada subintervalo do interior do
subintervalo.

A notagdo f(c+) € usada para denotar o limite de f(x)
quando x — c pela direita ¢ analogamente,f (c—) quando x — ¢
pela esquerda. Nao é necessario que a fungdo esteja definida nos
pontos de particdo x; e ndo ¢ essencial que o intervalo seja
fechado, podendo ser aberto, ou aberto em uma das extremidades
e fechado na outra.

Teorema: Suponha que f e f' sdo seccionalmente continuas no
intervalo —L < x < L e que, f estd definida fora do intervalo
—L < x < L, mas ¢ periddica com periodo 2L. A série de Fourier
paraa f ¢é

fx) = % + i (am cos (?) + b,, sin (mztx))

m=1

A série de Fourier converge para f (x) em todos os pontos
onde f € continua e converge para [f (x+) + f(x—)]/2 emtodos
os pontos onde f ¢ descontinua.

Observe que [f(x+) + f(x—)]/2 ¢ o ponto médio dos
limites a direta e a esquerda, portanto a série de Fourier converge
para [f(x+) + f(x—)]/2 em todos os pontos e em qualquer
ponto onde f € continua, f(x+) = f(x—) = f(x).

As condi¢des dadas nesse teorema s3o apenas para a
convergéncia de uma série de Fourier, ndo sdo particularmente
necessarias. Exemplo de fungdes excluidas do teorema temos as
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que apresentam descontinuidade infinita no intervalo [—L, L],
como 1/x% quando x — 0, ouln |x — L| quando x — L.

Exemplo: Seja

0, —L<x<O0;
f(x)_{L, 0<x<L

e f definida fora desse intervalo de modo que f(x + 2L) = f(x)
para todo x.

Figura 5.5 — Onda Quadrada
Yy

oL L 0 1L 2 L 3L X

Fonte: Elaborado pela Autora.

A figura 5.5 representa uma onda quadrada, cujo intervalo
[—L, L] pode ser dividido em dois subintervalos abertos (—L, 0)
e (0,L). Em (0,L),f(x) =L e f'(x) = 0, mas tanto f e f’ sdo
continuas e tém limites quando x — 0 pela direita e x = L pela
esquerda, semelhantemente (—L,0) e em consequéncia, f e '
sdo seccionalmente continuas em [—L, L] satisfazendo o teorema.
Encontrando os valores dos coeficientes a,, ¢ b,, garantem a
convergéncia da série de Fourier em todos os pontos onde f ¢
continua.
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ao =%j_if(x)dx=f(fdx=0

L

f f(x)cos( )dx—f cos(?)dx=0,m¢0

0

f f(x) sm ) dx = fL sin (mztx) dx
0

L
— (1 — cos(mm)
mn

0, m par
:{ZL ,
o m impar
Portanto
()_L+2L<_ (nx)_l_l ) (37tx>+1 ) (57rx>+ )
fx-2 - sin {— 3sm 7 5sm 7
P . (mmx
()_L+2L Z sm(—L)
) =5+7 m
m=1,3,5,...
o (2n — Dnx
()_L+2Lzsm —T
& 2 m 2n—1
n=1

Nos pontos x = 0,+ nL, onde a fungdo ¢ descontinua,
todos os termos na série apos o primeiro desaparecem e a soma ¢
L/2, esse ¢ o valor médio dos limites a direita e a esquerda.
Definimos f nesses pontos como tendo o valor L/2 mesmo que
escolhermos outros valores a série permanece com valor de L/2.
A série ndo converge para a fun¢do nesses pontos a menos que f
esteja definida como tendo valor L/2.
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As somas parciais

S L 2L( o mx 1 ((@2n—-1Dnx
n(x)—§+? sm(T)+---+2n_1sm —

n=12,..

da série de Fourier convergem para f , como mostra a Figura 5.6
abaixo, onde L foi escolhido como 1 e esta apresentado no grafico
de Sg(x). Analisando a figura os pontos onde f ¢ continua as
somas parciais tendem a f(x) quando n aumenta. Nas
proximidades dos pontos de descontinuidade, como x = 0 e x =
L, as somas parciais ndo convergem suavemente ao ponto médio,
elas passam da marca em cada extremidade do salto. Este
fendmeno ¢ tipico em séries de Fourier em pontos de
descontinuidade e ¢ conhecido como fenomeno de Gibbs.

Figura 5.6 — Soma parcial Sg(x) da série de Fourier, da onda
quadrada

uv \ a\’ s ]\.r"-
I @ ] ®
A 1"'\"1:‘"' nHA‘LH\hA

"Moo BUAGAAAAE \ J| WYY, X
Fonte: Boyce e Diprima (2013, p.463)
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Figura 5.7 — Grifico do Erro |eg(x)| em funcio de x para onda
quadrada

0.4

o

Mo n e t

0.2 0,4 ),E 0.8 L *

Fonte: Boyce e Diprima (2013, p.463)

Um melhor entendimento se obtém considerando e, (x) =
f(x) —S,(x). A Figura 5.7 mostra o grafico de |eg(x)| em
fungdo de x paran = 8 e L = 1. A menor cota superior de |eg(x)]|
¢ 0,5 e é aproximada quando x = 0 e x = 1. Quando n aumenta,
o erro diminui no interior do intervalo onde f (x) ¢ continua, mas
a menor cota inferior ndo diminui quando n aumenta.

Fungoes Pares e Impares

Pela propriedade de simetria em relagdo ao eixo dos y e a
origem podemos distinguir geometricamente as fungdes da
formula de Euler-Fourier como fungdes pares e impares.
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Figura 5.8 — Fungéo Par
Y

Fonte: Elaborado pela Autora
Figura 5.9 — Funciio impar

Y

-2
Fonte: Elaborado pela Autora

A funcdo ¢ par quando o seu dominio contém o ponto —x

sempre que contiver o ponto x e se f (—x) = f(x) para cada x no
dominio de f. A fungdo é impar quando em seu dominio contém
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—x sempre que contiver x ¢ se f(—x) = —f(x) para cada x no
dominio de f e observe que, f(0) tem que ser zero se f for uma
fun¢do impar cujo dominio contém a origem.

Propriedades elementares de fungdes pares e impares:
e A soma (diferenca) e o produto (quociente) de duas
fungdes pares sdo pares;

e A soma (diferenca) de duas fungdes impares ¢ impar; o
produto (quociente) de duas fungdes impares € par;

e A soma (diferenga) de uma funcdo par e uma funcao
impar ndo ¢ par ¢ nem impar; o produto (quociente) de

tais fungdes ¢ impar;

e Se f for uma fungdo par, entdo

| LLf(x)dx -( OL FOdx + jo CFdx = 2 jo ’ )dx

e Se f for uma fungdo impar, entdo

L
f f(x)dx =0
-L

Series em Cossenos

Supondo que f e f' sdo seccionalmente continuas em
—L < x < L e que f ¢ uma funcdo periddica par com periodo 2L,
seguindo a primeira e terceira propriedade, confirmamos que

(x) cos (Z2£) & par e que f(x) sin (==) é impar. Portanto os
L p q L p
coeficientes da série de Fourier sdo dadas por
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. )dx, n=01.2,..

L
anf f(x) cos (

b,=0, n=01.2, ..

Logo

fx) = %+§: a, COS (nLﬂ)

n=1
Consideracoes Finais

Artigo que proporcionou incentivo a pesquisa € grande
conhecimento sobre as Séries de Fourier. Através deste artigo
pdde-se perceber a grande importancia dos estudos desenvolvidos
por Jean Baptiste Joseph Fourier aos problemas relacionados a
conducdo do calor, e as resolugdes de problemas praticos
relacionados a fisica e a engenharia. Além disso, mostrou que a
matematica possui aplicagdes em diferentes 4reas do
conhecimento, inclusive em dareas que muitas vezes ndo se
imagina estar presente, como ¢ o caso da musica. Nos estudos
vivenciamos a dificuldade de sair da matematica algébrica e ir
para a fisica principalmente sobre as Séries de Fourier, por ser
mais complexo ao académico de licenciatura em Matematica.
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